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ANOTACE

Nazev prace: ReSeni tiloh ohybu a kontaktu nelinearniho nosniku.

Abstrakt: Prace se zabyva dvéma problémy nelinedrniho nosniku a jejich nu-
merickym fesenim. Jde o ulohy ohybu nosniku a jeho kontaktu s deformovatelnym
podlozim. Modelem nosniku, ktery je zde uvazovan, je Gaitiv nelinedrni model, pfi-
¢emz v praci se omezime pouze na stacionarni tlohy bez vlivu tfeni a s axialni silou
nezpiisobujici vybocovani. Pristup, ktery zde byl zvolen, je zaloZzen na tzv. fizené
varia¢ni metodé (control variational method). Ta byla svymi autory M. Sofoneou
a D. Tibou pouzita k feseni kontaktu linedrniho Euler—Bernoulliho nosniku a pou-
ze pro jeden specidlni pfipad okrajovych podminek. Podstatou metody je prevod
problému na ekvivalentni tlohu optimalniho Fizeni. PredloZené préce tento postup
zobecnuje a navic uvadi vhodné numerické feseni, které je ilustrované radou prikladi
realizovanych na pocitaci.

Klicova slova: Gauv nosnik, kontaktni ulohy s normalovou poddajnosti, fizena
varia¢ni metoda, tloha optimalniho Fizeni, metoda koneénych prvki.

Thesis title: Solutions of bending and contact problems for nonlinear beam.

Abstract: The thesis deals with two problems for a nonlinear beam and their
numerical solution. These include problems regarding beam bending and contact
problems with deformable foundation. The beam model under consideration is the
Gao nonlinear model and here we restrict ourselves only to the stationary problems
without friction and with axial force which does not cause buckling. The approach
that was chosen here is based on the so-called control variational method. Its authors
M. Sofonea and D. Tiba used it to solve contact problem of linear Euler—Bernoulli
beam and only for one special case of boundary conditions. The idea of the method
is to transform the original problem to an equivalent optimal control problem. Sub-
mitted thesis generalizes this method and additionally provides a suitable numerical
solution which is illustrated by a number of examples implemented on a computer.

Keywords: Gao beam, contact problems with normal compliance, control varia-
tional method, optimal control problem, finite element method.
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Uvod

Predlozend habilitacni prace se zabyva tilohami ohybu nosniku a jeho kontaktu s
deformovatelnym podlozim. Takova problematika mé cetné aplikace, napt. se jed-
né o ruzné ¢asti strojnich zafizeni, Zelezni¢ni a tramvajové koleje, vzpéry, mostni
konstrukce, schodisté nebo stiechy.

Nejcastéji pouzivanym matematicko-fyzikalnim modelem nosniku je klasicky Eu-
ler-Bernoulliho model, jehoz stari presahuje 260 let. Jeho vyhodou je, Ze jde o jed-
noduchy linearni model, ktery priblizné vyhovuje v ptipadech, kdy délka nosniku
zietelné prevysSuje zbyvajici rozméry a kdy jeho prithyb neni p¥ilis velky. S rozvojem
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1996 (viz [8], [12], [9]), ktery dokazal zachovat jednodimenzionalni rozmér. Protoze
vSak obsahuje nelinearni ¢len, nelze jeho prithyb vypocitat pomoci lineadrni soustavy
rovnic, jak je tomu u klasického modelu pfi pouziti metody kone¢nych prvki. Na
tento model nosniku zde chceme zaméfit svoji pozornost.

Pro aplikace maji zna¢nou dulezitost i kontaktni tilohy, které jsou jiz z principu
nelinearnimi tilohami. Jejich feSeni v pripadé Gaova nosniku neni jednoduché, jelikoz
se zde setkavaji materialova i geometricka nelinearita. Poznamenejme, ze zde budeme
uvazovat pouze statické problémy a nebudeme uvazovat vliv tfeni. Protoze Gatv
model obsahuje i axialni silu, préice se z divodu jednoduchosti omezuje na piipad,
kdy jesté nedochéazi k vybocovani nosniku.

Jako zajimavy a perspektivni nastroj k feseni uvedenych nelineadrnich problémi
se jevi tzv. Fizena varia¢ni metoda (control variational method). Jeji autori M. So-
fonea a D. Tiba ji pouzili pfi feSeni kontaktu linedrniho Euler-Bernoulliho nosniku
s podlozim, av8ak pouze pro pifipad nosniku s volnym koncem (viz 3], [45]). Dalsi
pouziti metody je obsazené v ¢lancich [46] a [51]. Princip metody spociva v tom, Ze
se puvodni tloha prevede na ekvivalentni tlohu optiméalniho fizeni, ktera je piihod-
néjsi pro numerické feseni. Za zminku jisté stoji i to, ze autori svoji metodu povazuji
za vhodnou nejen pro vypocetni ale i analytické ucely.

Prvnim z cili této prace bylo rozsitit a zobecnit postupy z uvedenych ¢lanki na
zbyvaji okrajové podminky a zejména na Gatv nelinearni model nosniku.

Druhym cilem bylo provérit vhodnost tohoto pristupu pro numerickou realizaci
na pocitaci.

Préace je rozclenéna do ¢tyr ¢asti, pricemz v prvnich dvou kapitolach je obsazena
formulace tloh ohybu a kontaktu Gaova nosniku zalozené na zobecnéni fizené variac-
ni metody. Toto zobecnéni se opird o transformace variacnich principu (viz [1§]).
Pouzité transformace jsou kviili prehlednosti umisténé v dodatku 3. Zaklady teorie
k problematice tloh optimélniho fizeni, véetné podminek optimality, jsou sepsané v
dodatku 1. Dodatek 2 obsahuje kratky vyklad o adjungovanych tulohach.

Druhéa cast prace je zamérenéd na vypocetni aspekty uvazované problematiky. V
kapitole 3 lze nalézt pojednani o aproximaci zkoumanych problémii se zamérenim
na pouziti metody kone¢nych prvka pro stavové tlohy. Algebraicka formulace tloh
je umoznuje implementovat na pocitaci. VyTesSené piiklady obsahuje ¢tvrta kapitola.

Nékteré vysledky jiz byly publikovany v ¢lancich [29], [30], [31] a [36].



1. ReSeni ohybu nelinearniho nosniku

1.1 Klasicky Euler—Bernoulliho nosnik

Piiblizné od roku 1750 je diky spoleénému usili Leonharda Eulera (1707-1783) a
Daniela Bernoulliho (1700-1782) znamé, Ze ohyb nosniku délky L lze popsat v ramci
linearni teorie rovnici

(EIw")" = q v (0,L), (1.1)

kde E znac¢i Youngtuv modul pruznosti, I moment setrvacnosti prufezu (vzhledem
k ose z), w velikost prihybu a ¢ je vertikdlni zatiZzeni nosniku. Hodnota FE tedy
vyjadiuje materidlové vlastnosti nosniku, zatimco I jeho vlastnosti geometrické.

Tento matematicky popis je vhodny pro tenké nosniky (tj. délka vyrazné pre-
vazuje nad zbylymi rozméry) a malé hodnoty prihybu (tj. v porovnani s rozméry
nosniku). Pfedpoklada se splnéni tzv. Euler—Bernoulliho hypotézy: prifez, ktery je
rovinny a kolmy na stfednici nosniku pfed deformaci musi zistat rovinny a kolmy
na stfednici i po deformaci.

Obréazek 1.1: Euler-Bernoulliho nosnik

Uvedeny model dimyslné redukuje 3D objekt na jednorozmérnou strukturu pro-
stfednictvim momentu setrva¢nosti /(z). Ten je obecné dan vztahem

I(z) :/ y? dydz, (1.2)
A(z)

kde A(x) je plocha pfi¢ného prufezu nosniku v bodé z. Pro jednoduché typy prifezi
1ze ziskat jednoduché vztahy, v nichz vystupuje tloustka nosniku h (méfené od jeho
osy) a jeho sitka b, napf. pro obdélnikovy prufez je

2

I = 3 h?®b, (1.3)

. P o . .~ s . 1 4
pro nosnik s kruhovym prifezem, jehoz polomér je r, mame [ = 7.

Tato redukce je ovSem limitovana tim, ze jak ptisobici zatizeni tak i vysledny
pruhyb nosniku se musi nachazet v téze vertikalni roviné kolmé k ose z.

K rovnici pfipojujeme jestd okrajové podminky, které jsou vzhledem k tomu,
Ze se jedné o diferencidlni rovnici ¢tvrtého fadu, celkem ¢tyti, vzdy po dvou v kazdém
krajnim bodé. Zaroven je nelze libovolné kombinovat, takze nakonec pripadaji do
uvahy pouze nasledujici kombinace:



(P1): w(0) =v'(0) =0, w(L)=w'(L)=0,

nosnik oboustranné vetknuty.
(P2): w(0)=w'(0)=0, w(L)=M(L)=0,

nosnik s vetknutim na jednom a podepfenim na druhém konci.
(P3): w(0)=w'(0)=0, M(L)=V(L)=0,

nosnik s volnym koncem

(nazyvany také konzolovy nebo krakorcovy nosnik).

(P4): w(0)=M(0)=0, w(L)=M(L)=0,
nosnik na dvou podporach.

Symbolem M zde znacime ohybovy moment a symbolem V' posouvajici silu v
daném bodé:
M(z) = EIuw"(z), V(x) = (E[w"(x))/. (1.4)

Poznamka 1.1 Pro pfesnost dodejme, Ze terminem ,,podpora‘* zde rozumime budto
prosté podeprent, kdy se nosnik o podporu pouze opiré, nebo kloubovou podporu, kdy
je s ni pevné spojen. Typ podpory zavisi na sméru vyslednice ptsobictho zatizeni v
prislusném koncovém bodé.

Dalsi vyuziti tohoto modelu nosniku vyzaduje variacni formulaci. Potencialni
energie nosniku je dana vyrazem

1 L L
Hpp(v) = 5/0 EI(U”)de—/O qudz, vev, (1.5)

kde V je prostor kinematicky pifipustnych posunuti, tj. prostor funkei z H*((0,L)),
doplnény v zavislosti na zadané okrajové tloze o zapis stabilnich okrajovych pod-
minek. V dalsim textu budeme pak pouzivat nésledujici oznaceni téchto prostort:

(P1): Vi = {v e H*((0,L)) : v(0) =2'(0) =0, v(L) =v'(L) = 0}

pro nosnik oboustranné vetknuty.

(P2): Vo, = {v e H*((0,L)) : v(0) =2'(0) =0, v(L) =0}

pro nosnik s vetknutim na jednom a podepienim na druhém konci.

(P3): Vs = {ve H2((0,L)) : v(0) =/(0) = 0}

pro nosnik s volnym koncem.

(P4): V; = {v e H*((0,L)) : v(0) =0, v(L) =0}
pro nosnik na dvou podporach.

V ptipadech, kdy nebudou okrajové podminky s urcitosti vymezeny, budeme
pouzivat symbol V', ktery bude zastupovat néktery z vyse uvedenych podprostori
prostoru H2((0,L)) (jeho definice viz napf. [13], [16]).



Poznamka 1.2 Protoze zde budeme pracovat se Sobolevovymi prostory definova-
nymi na jednorozmérném intervalu (0,L), poznamenejme, ze prostory H?((0,L))
obsahuji absolutné spojité funkce. To znamenéa, Ze jsou tyto funkce spojité, jejich
prvni derivace existuji a jsou rovnéz absolutné spojité v (0, L) a jejich druhé derivace
existuji skoro viude v (0,L) a patii do L?((0,L)), viz nap¥. [I] nebo [7]. Pro funkce
v € H?((0,L)) pak v diisledku toho okrajové hodnoty

v(0), v(L), v'(0), v'(L)

maji dobry smysl i bez zavedeni pojmu stopa funkce. V pfipadé dostatecné hladké
pravé strany pak lze pomyslet i na vyssi regularitu feSseni a tedy i na existenci
okrajovych hodnot v”(0),v"(L). K této otazce se vratime v nasledujicim paragrafu.

Zapisy muzeme dale zjednodusit pomoci nasledujiciho znaceni:
L
a(w,v) = / Elw"v"dx, w,v €V, (1.6)
0

L
(q,v) = / qudz, veV. (1.7)
0

Zde a(.,.) je bilinearni formana V' xV a (.,.) zna¢i skalarni sou¢in v Lebesgueové
prostoru L*((0,L)). Funkcional (1.5) mtzeme pak psét takto

Hpp(v) = %a(v,v) —(q,v), velV. (1.8)

Symbolem Tl ;(w,v) budeme znaéit diferencidl Gateauz funkcionalu Hpp v bodé
w ve sméru v (viz [4]). Dle je tedy stacionarni bod w tohoto funkcionalu dén
vztahem

Myp(w,v) = alw,v)—(qv) =0 VYveV. (1.9)

Varia¢ni formulace tlohy ohybu Euler-Bernoulliho nosniku ma nasledujici tvar

Nalézt w € V tak, ze
(1.10)

HEB<UJ) = Ivrél‘l/l HEB(U),

pricemz je tfeba ovérit, ze tato tiloha mé feseni.

Dalsi pasaz bude proto vénovana problematice existence a jednoznacnosti feSeni
variacni formulace a to pro vSechny ¢tyfi vyse uvedené okrajové tlohy (P1)
az (P4).

7 variacniho poc¢tu je zndmé, zZe minimum spojitého funkcionalu existuje, pokud
je tento funkcionél konvexni a koercivni, viz napt. [7] nebo [27]. Ukazeme, Ze tyto
vlastnosti funkcional ma za prirozenych predpokladi, ze

1. FE je konstanta,
2. existuji ¢isla I,,, Iy > 0 tak, ze

0 < EIL, < ElI(z) < El,,, Vze(0,L). (1.11)



Dale pripomeinime definici normy v prostoru H?((0,L)):

L 1/2
o||g2 = (/0 (v)+ (V') + (0")?) dx) , v € H*((0,L)). (1.12)

Spojitost resp. omezenost bilinearni formy a(.,.) plyne pak snadno z Holderovy
nerovnosti a definice normy (|1.12))

1/2

< Ely ( /O L(w”)de) - ( /0 L(v”)de) <

< Ely|lwlm|lvllz:  VYw,veV,

ja(w, v)] =

L
/ Elw"v"dx
0

kde V' je néktery z prostoru Vi,..., Vj.

Konvexita a koercivita funkciondlu (1.8)) plyne z V-elipticity formy af(.,.). Tu
dokazeme pomoci nasledujictho lemmatu.

Lemma 1.1 Ezistuje konstanta ¢ > 0 takovd, Ze plati

o2 < c||v']| L2 Vv e H'((0,L)): v(0) = 0. (1.13)

Diikaz: Na zékladé predpokladii 1ze psat

v(x) = /OJE V'(t)dt = /Owl-v’(t)dt.

Uzitim Cauchy—Schwarzovy nerovnosti odtud obdrzime

(v(@)? < 2 / W)t < v

L2
a integrovanim pies « v mezich od 0 do L dostaneme ||v[|7. < 5 |v']]3, . O

Dtsledek 1.1 Necht V je podprostor prostoru H((0,L)), v némz je predepsand
podminka v(0) = 0. Potom v ném lze definovat normu vztahem

[olly = (v, v') (1.14)
a toto norma je na 'V ekvivalentni se standardni normou ||v|| g .

Diikaz: Piipomenme, Ze dvé normy ||v|ly a [v]y jsou na normovaném prostoru V
ekvivalentni, existuji-li ¢isla ¢y, co > 0 tak, Ze plati

alvlly < lv < efvlly  YoeV.

Diikaz pak plyne ihned z definice normy na H'((0,L))

1/2

ot = ( [ (@ + W) ) (1.15)

a lemmatu [I.1] 0



Dtsledek 1.2 Necht V je podprostor prostoru H?*((0,L)), v némZ jsou predepsané
podminky v(0) = v'(0) = 0. Potom v ném lze definovat normu vztahem

[ollv = v/ (v, 0") (1.16)
a toto norma je na V ekvivalentni se standardni normou ||v|| g=.

Diikaz: plyne z jedné strany z definice normy ||v||gzz a z druhé z dvojnasobného
pouziti lemmatu [I.1], kdy dostaneme

|v||2: < c|lv”|2 Yov e V. (1.17)
]

K tvrzeni lemmatu poznamenejme, Ze z porovnani tloh (P1)—(P4) je zfejmé, ze
podminka v(0) =0 je zastoupené ve vSech ¢tyfech pripadech.

Nyni pfejdeme k dikazu V-elipticity bilinearni formy, pfi¢emz se nejprve zamé-
fime na ulohy (P1)—(P3).
Z dusledku [1.2{a ([1.11)) ihned dostaneme

L
a(v,v) = / EI(W")?dx > cljv|3: Vv eV. (1.18)
0

Navic funkcional ([1.5)) je i ryze konvexni na V', nebot dle (|1.18))
Mp(w,v,v) = a(v,v) >0  YveV,v#0, (1.19)

e o " - . . ., « «
pficemz symbolem Il 5(w,v,v) znac¢ime druhy diferencial Ilgp v bodé w ve smé-
rech v a v.

Pro ulohu (P4) nelze takovyto jednoduchy postup pouzit, nebot neméame k dis-
pozici podminku v'(0) = 0. Vychodiskem bude nasledujici tvrzeni a jeho dusledek.

Lemma 1.2 Ezistuje konstanta ¢ > 0 takovd, Ze plati

V|22 < cl]v”| 2 Vo e H*((0,L)): v(0) = v(L) = 0. (1.20)

Driikaz: Na zékladé predpokladii miuzeme uzitim Greenovy formule v 1D a nasledné
Cauchy—Schwarzovy nerovnosti psat

L L
i = [ @de = = [Toode < ol o]
0 0
Nyni aplikujeme lemma a po zkraceni obdrzime vztah ((1.20)). O

Disledek 1.3 Necht V je podprostor prostoru H?((0,L)), v némz jsou predepsané
podminky v(0) = v(L) = 0. Potom v ném lze definovat normu vztahem

[ollv = v/ (v",0") (1.21)

a toto norma je na V' ekvivalentni se standardni normou ||[v||g=.
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Diikaz: plyne ihned z definice normy ||v||z2 a lemmat all.2] O

Dusledky [1.1] a [1.3] shrneme do jediného tvrzeni:

Lemma 1.3 Na kazdém podprostoru Vi, ..., Vy lze definovat normu vztahem
[ollv = v/ (v, 0") (1.22)
a toto norma je zde ekvivalentni se standardni normou ||v||g=.

Diikaz V-elipticity bilinearni formy a ryzi konvexity funkcionélu I1gp na prostoru
V' =V, nyni probéhne stejné jako u predchézejicich okrajovych tloh.

Predchazejici vysledky spolu s vyjadienim ([1.9) nyni shrneme do zavére¢ného
tvrzeni.

Véta 1.1 Resend ulohy existuje pro vSechny typy okrajovijch podminek (P1)
az (P4), je jediné a lze ho charakterizovat jako funkci w z prislusného prostoru
testovacich funkci V' splnugici variacni rovnici

L L
/ ETw"v"dx = / qudez  Yv eV, (1.23)
0 0

kterou mizZeme strucné zapsat jako

a(w,v) = (q,v) YvelV. (1.24)

Dalgi analyzy k Euler—Bernoulliho modelu nosniku je mozné nalézt napt. v [40)],
[41] nebo [47].

Poznamka 1.3 Kromeé tohoto klasického modelu existuje jesté druhy linearni mate-
maticky model nosniku, ktery nese jméno znamého zakladatele moderni inzenyrské
mechaniky Stephena Timoshenka (1878-1972) a ktery je vhodny, narozdil od kla-
sického modelu, pro kratsi a silnéjsi nosniky. Je popsan soustavou dvou linearnich
diferencialnich rovnic druhého rfadu. Prvni publikace o tomto modelu pochéazi z roku
1921. Podrobnosti k tomuto tématu jsou uvedeny napt. v knihach [40], [41] nebo i
v ¢lanku [32].

1.2 Matematicko-fyzikalni model Gaova nosniku

Linearni modely jsou sice snadnéji analyzovatelné i fesitelné, avsak nedovoluji vétsi
deformace nosniku a maji i dalsi nevyhody, které se projevi napt. pii studiu tzv.
vybocovani nosniki (buckling). Piesnéji: vétsi prihyby sice pro vétsi zatizeni vypo-
¢itdme, tyto hodnoty vSak nejsou fyzikalné relevantni.

Existuje rfada nelinearnich modelt nosniku, z nichZz jednim z nejzajimavéjsich
je matematicky model publikovany poprvé v roce 1996 Davidem Y. Gaem v [§] a s
rozsifenim na dynamické chovani pozdé&ji v [9]. Vyznamnou prednosti tohoto modelu
je jeho relativni jednoduchost a dobré modelovani procesu vybocovani resp. bouleni



nosniku, coz je dilezité pro aplikace. V dalsim textu ukazeme hlavni kroky jeho
odvozeni.

Standardni matematicky popis obecnych vychylek nosniku vychézi zpravidla z
néasledujictho pole posunuti

uz(z,y) = u(z) —yb(z), wy(z,y) = wlz), u.(r,y) =0, (1.25)

viz napf. [53]. Zde u, a w, jsou axialni a vertikalni komponenty posunuti libovolné-
ho hmotného bodu nosniku, ptficemz v jejich vyjadienich w predstavuje vertikalni
prihyb, u horizontélni posuv bodi osy nosniku y = 0 a € je dhel jejiho ohybu. Pro
néj plati

0 = tan '(w') =~ w'. (1.26)

Posuvy ve sméru osy z nebudeme uvazovat.

Nez pristoupime k odvozeni vztahii pro Gatuv nosnik, provedeme nejprve analyzu
vychozi situace. Predpokladejme, zZe

e plati Euler-Bernoulli hypotéza,
e material nosniku je izotropni, tj. £ = konst.,
e osa x prochazi geometrickou stfedovou osou nosniku.

Pak lze odtud odvodit (detaily viz napt. [40], [53]) nasledujici rovnice

~(BAW + 5 (w))) = p (127)
(E[w”)”—(EA[u’+%(w’)2]w’)’ _— (1.28)

kde E, A a I znaci totéz, co difve, a p(x) je spojité rozlozené axialni zatiZeni (podél
celé osy nosniku) a g(x) je vertikalni zatizeni.

Na rovnice f muzeme pohlizet jako na soustavu von Karmanovych
rovnic v 1D. Obecné je soustava von Karméanovych rovnic v 2D soustavou dvou par-
cidlnich diferencialnich rovnic s nelinearnimi ¢leny, ktera popisuje rovnovazny stav
pevné vetknuté desky. Jedna se o nelinearni matematicky model, ktery se pouzi-
va v pripadech, kdy velikost pri¢ného prihybu desky neni mala ve srovnani s jeji
tloustkou. Pro slozky tenzoru napéti v takovém piipadé plati

o, #0, o, =0. (1.29)

Jelikoz zpravidla je p = 0, dostaneme z ((1.27)—(|1.28)) po rozepsani druhé rovnice

a dosazeni z prvni nésledujici rovnici

(EIw"Y — (EA[u + %(w')Q])w” ¢ v (L) (1.30)

Avsak vyraz v zavorce u w” méa konstantni hodnotu, nebot dle ([1.27)) je

(EA + %(w')Z])' 0. (1.31)
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V disledku toho je pouze linearni a nikoliv nelineérni rovnice.

Z této analyzy vyvodil v roce 1996 D.Y. Gao zavér, Ze k tomu, abychom ziskali
nelinearni model nosniku, je nutné revidovat predpoklady a vychézet z toho,
ze bude

o, #0, o, #0, (1.32)

coz pro klasicky nosnik neplati. Naopak zachovina ztstane v dalsim tzv. Fuler—
Bernoulliho hypotéza podle niz musi platit, Ze prifez, ktery je rovinny a kolmy na
stfednici (tj. k vodorovné ose) nosniku ptred deformaci, musi zustat rovinny a kolmy
ke stfednici i po deformaci.

Poznamka 1.4 Euler-Bernoulliho hypotéza vylucuje vznik smykové deformace,
kterou umoziuje az Timoshenkiv nosnik. Gao ve svych pozdégjsich pracich [12] a
[9] odvodil zobecnéni Timoshenkova modelu, zde se jim vSak nebudeme zabyvat.

Abychom splnili pfedpoklad o, # 0, musime uvazovat podélny fez nosnikem
v roviné (z,y). Pro nosnik délky L a tloustky 2h ho definujme jakozto obdélnik
Q = [0, L] x[=h,h]. Vroviné (y, z) necht je pfi¢ny fez dan obdélnikem [—h,h]x[0, b],
kde b je sitka nosniku. Tu budeme v dalsim (bez ijmy na obecnosti) povaZovat za
jednotkovou.

V teorii nosniku jsou posunuti dana pomoci vztaht . Green—St Venantuv
tenzor deformace (viz napt. [34])

1

B(u) =

(Vu)' + Vu+ (Vu)".Vu)
mé pak nésledujici nenulové komponenty (polozime z; = x, 3 =y, x3 = 2)

€11 €12 _ u — y@l + %(u’ — y@l)Q + %(w’)Q %(w’ — 9) — %(U, — yﬁ’)(‘) (1 33)
T(w—0)— 1t —yb)o 162 o

€12 €22 5

Na zéakladé analyzy provedené v [8] zanedbame malé ¢leny
('U/I o yel)Z’ (ul - yel)e’

a po dosazeni # = w’ obdrzime

1
el = 6 =u — yuw' + §(w’)2, (1.34)
1
€9 = € = §(w’)2, (1.35)
€12 = 0, (136)

pri¢emz jsme pouzili zkracené znaceni pro komponenty tenzoru deformace. Nenulo-
vé slozky tenzoru napéti nyni obdrzime z nasledujicich konstitutivnich vztahi pro
rovinnou napjatost (pii zapoc¢teni vztahu (1.36]))

<§§)2$(i'{)(§j) (1.37)

kde v znaci Poissonovu konstantu.
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V dalsim uvazujme, Ze na nosnik pusobi vertikalni zatizeni ¢(z) a v koncovém
bodé x = L jesté i axialni sila P, kterou budeme povazovat za kladnou v piipadé,
ze pusobi namahani tlakem, a za zapornou, pokud ptisobi naméahani tahem. Celkova
potencialni energie nosniku je pak déna jeho deformacni energii a praci vnéjsich sil,
tedy

(u, w) = %/Q( +€x + oy€,)dady _/0 quwdxr + Pu(L) =
E ) ,
B m/ﬂ (e2(x,y) + 2ves (2, y)ey (@) + € () dedy —

— /L qwdx + Pu(L). (1.38)

Pokud k tivodnim predpokladiim dodame, ze
e priifez nosniku ma konstantni obdélnikovy tvar (takze pro I plati vztah (1.3))),

pak pomoci techniky varia¢niho poctu lze po fadé propoéti uvedenych v [8] do-
jit k soustavé dvou nelineérnich rovnic na (0, L) charakterizujicich stacionérni bod
funkcionélu II:

v+ (1+v)w'n” =0, (1.39)
Elw™ — 2hbE [(1 4 v)(2w')?* + )" + vw'u"] = f, (1.40)

kde
f(x) = (1 —v*q(x) Vae(0,L). (1.41)

Tuto soustavu muzeme déle upravit integrovanim jeji prvni rovnice (1.39)). Ob-
drzime

1 (1-v3)P

u = —5(14—1/)(10/)2 = COIE (1.42)
a po dosazeni za u’ do dostaneme finalni rovnici pro Gativ nosnik
Elw" — Ea(w')*w" + Puw” = f v (0,L), (1.43)
kdyz jsme oznacili
a = 3hb(1 —2?), wu= (1+v)(1—217). (1.44)

DN
|
i
!
|
i
i
|
i
|
|
i
!
|
i
i
i
i
v

Obrézek 1.2: Nelinearni nosnik D.Y. Gaa
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K rovnici (1.43)) jesté prifadime funkcional celkové potencialni energie. Tento
funkcional mé&jme definovan na vhodném prostoru V' C H?((0,L)), ktery je urcen
zadanymi okrajovymi podminkami. Jeho jednotlivé komponenty stanovime takto

1" . 1
p(v) = 5/ E[(U//)de—/ fodr = Qa(v,v)—(f,v), (1.45)
0 0
I 1
"4
Iy(w) = — | Ea@)'dz = —7(v,v), (1.46)
12 J, 4
1 [t o 1
[Ip(v) = b Pu(v")*dex = —§d(v,v), (1.47)
0
pricemz jsme pro dalsi ticely zavedli bilinearni formu
L
d(w,v) = / Pupw'v'de, w,v €V, (1.48)
0
a nelinearni formu
: I
m(w,v) = My(w,v) = g/ Ea (w3 du, w,v €V, (1.49)
0

/ vz ~ O . *z . z v ~
kde IT,(w,v) zna¢i Gateauxiv diferencial funkcionélu Iy v bodé w ve sméru v.

Poznamka 1.5 Vyrazy pro funkcionaly IIy a IIp jsou dobie definované, jelikoz
H?((0,L)) € L*((0,L)). Integral v [Ty existuje vzhledem k tomu, ze prostor H*((0,L))
je vnoren do L*((0,L)), viz [1].

Nyni 1ze funkcional celkové potencialni energie Il pro Gaiv nosnik vyjadrit ve
tvaru

He(v) = o(v) + Iy (v) + p(v) =
- %MU,@*’%W(UW) —(fv) =
1

L 1 v 1 v L
= —/ EI(v")*dx + —/ Ea(v)*dz — —/ Pu(v')?dz — / fvdz,(1.50)
2 Jo 12 Jq 2 Jo 0

kdyz jsme pro stru¢nost zavedli novou bilinearni formu vztahem
b(w,v) = a(w,v) — d(w,v), w,v e V. (1.51)

Dale k funkcionalu (1.50) pfifadime varia¢ni alohu

Nalézt w € V tak, ze
(1.52)

IT = min II )
¢(w) = min Ilg(v)
Snadno se lze presvédcit, ze kazdy stacionarni bod w funkcionalu Ilg, tj. funkce

w €V spliujici
M (w,v) =0 YveV,
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vyhovuje nésledujici nelinearni rovnici
b(w,v) +m(w,v) = (f,v) Vv elV. (1.53)

V pifpadsg, Ze je tato funkce w dostatetné hladka, splituje i rovnici (1.43).

Pro c¢tyti zakladni ulohy z odstavce 1.1 ziistavaji jejich okrajové podminky stejné
s vyjimkou tlohy (P3), ktera predstavuje nosnik s pravym volnym koncem. Pro
nelinearni rovnici obdrzime v tomto piipadé

(P3): w(0) = w'(0) =0, M(L)=0, V(L) = %Ea (w'(L))? — Ppu'(L),

coz lze ovérit napf. pomoci slabé formulace. Zatimco prvni t¥i podminky ziustavaji
stejné jako u Euler—Bernoulliho nosniku, posledni podminka

ETw" (L) — %Ea (w'(L))* + Puw'(L) = 0 (1.54)

je nelinearni. Vyjadreni pro prostor V3 zustava nezménéné.

Poznamka 1.6 Stejnad podminka (1.54) vychazi i pro Reddyho nelinearni model
uvedeny v [40)].

Zbyva jesté stanovit, zda je podminka ([1.54)) realizovatelna s ohledem na to, Ze
dosud jsme piedpokladali pro feseni problému (P3) pouze to, ze je z V3 € H?((0,L)).
Navic vyraz ETw” se objevuje i pfi integraci per partes. Plati zde dle [31] nasledujici
tvrzeni.

Lemma 1.4 Necht E,I,«, P,u jsou konstanty a f € L*((0,L)). Potom jakéko-
liv Tesent ilohy kromé toho, Ze ndalezi prostoru V', ktery je urcen zadanymsi
okrajovymi podminkami, leZi také v prostoru H*((0,L)). Tedy w € V N H*((0,L)).

Diikaz: Predné poznamenejme, ze prvni predpoklad je v Gaové modelu nosniku
splnén automaticky. Necht je tedy f € L((0,L)).

V dalsim vyuZijeme fakt, 7e pro k = 1,2, ..., Ize Soboleviiv prostor H*((0,L))
spojité vnofit do prostoru spojitych funkei C*~1([0,L]), viz [I]. Odtud plyne exis-
tence konstanty ¢ > 0 takové, ze

m[gmﬁ] V()] < cl||v]| g2 Vv € H*((0,L)). (1.55)
x€|0,

Diferencialni rovnici Gaova nosniku
EIw" — Ea(w')*w” + Puw” = f, (1.56)

kterou jsme ziskali z podminky pro staciondrni bod funkcionalu , je mozné
interpretovat jako rovnici obsahujici distribuce.

Dle predpokladii f a w” nélezi do L*((0,L)). Z nerovnosti plyne, Ze rov-
néz soudin (w')?*w” € L*((0,L)). Odtud plyne, Ze také w”” € L*((0,L)), coz vSak
znamena, ze w € H*((0,L)). O
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Zatim jsme se nedotkli otazky Fesitelnosti alohy ((1.52)). Necht tedy V' je libovolny
z prostorit V; az Vj. Funkcional I neni v obecném piipadé konvexni. To je ziejmé
z toho, ze bychom potfebovali, aby platilo

M(w,v,0) >0 YveV, (1.57)
pricemz
0w, 00) = bo,) + TG, v,0)
L
= b(v,v) +/ Ea(w)?*(v")*dz, w,v € V. (1.58)
0
Evidentné je

L
Iy (w,v,v) = / Ea(w)*(W)*dz >0 VYw,veV, (1.59)
0

nebot Fa > 0 je kladné konstanta. Splnéni podminky (|1.57)) je tim vazano na vyraz

L L
b(v,v) = / EI(v")*dz — / Pu(v')*dz, veV. (1.60)
0 0

Z teorie stability linearniho Euler-Bernoulliho nosniku je znamé, Ze definujeme
mezni hodnotu pomoci Fulerovy rovnice stability nosniku

EIw" + Pw" =0 v (0,L). (1.61)

Jeji slaba formulace mé tvar
L L
/ ElTw"v"dx —/ Puw'v'dr =0 VYvelV. (1.62)
0 0

Polozime-li v rovnici ([1.62) v = w, obdrzime vyjadfeni pro tzv. Rayleighuv podil
a definujeme pak FEulerovu kritickou silu jako minimum Rayleighova podilu pres
vSechny funkce uvazovaného prostoru V'

L
EI " 2d
:minfo = (v") x.
A N GO

E
cr

(1.63)

Tento vyraz zaroven predstavuje nejmensi vlastni hodnotu diferencidlni rovnice
(1.61) (viz napf. [42]).
Analogicky s (1.63]) definujme pro Gauv nosnik modifikovanou Eulerovu silu

_ fOL EI (v")?dz

P = min =+ . (1.64)
veV [ (v')2da
Z (1.64) ihned plyne, Ze plati
L L N
/ EIG")de > P/ pW)Pde  YveV,¥P<P. (1.65)
0 0
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Odtud pak, pokud je P < P, dostavame
b(v,v) = a(v,v) —d(v,v) >0  YveV, (1.66)
pFicemz pro P < P plati
b(v,v) = a(v,v) —d(v,v) >0  YveV,v#0. (1.67)
Celkem tedy muzeme s ohledem na f zformulovat nésledujicim tvrzeni.

Véta 1.2 Za vyse uvedengjch predpokladi je funkciondl g pro libovolné axidlni
zatizeni P neprevysujici mezni silu P konvexni na V, pricemZ ryze konvexni je v
pripade, Ze P < P.

Abychom dokazali existenci feseni tlohy (1.52)), potfebujeme jesté ovérit koerci-
vitu funkcionélu ([1.50)). S ohledem na nerovnost ((1.18)) dostavame

1

L L
5 | EI6do = [ pod 2 e ol = 1ol Vo€ HA(O.L), (168)
0 0

kde ¢; je kladné konstanta.
Déle si dokazeme néasledujici lemma.

Lemma 1.5 Ezistuje konstanta ¢ > 0 takovd, Ze plati

1)l = ellv'llf: Yo € HY((0,L)). (1.69)
Diikaz: Uzitim Cauchy—Schwarzovy nerovnosti mame pro libovolnou v € H*((0,L))

L L
folis = [ oo = [ 0o < il el = WY 0?2
0 0
Pozadovanou nerovnost ziskdme aplikovanim tohoto vztahu na funkci v’. 0
Nyni Ize s pomoci lemmatu [I.5] psat

1 (b 1 [t
— [ Ea(V)'dz — —/ Pu(v')?dz = Col|(v')*||72 +cs ||V']|72 >
12 J, 2 Jo

> o |V||3 +es V)7 Yo e HY((0,L)), (1.70)

kde c5 je kladné konstanta a konstanta ¢z ma opacné znaménko jako pisobici axialni

sila P. Spolu s pak mame

Ha() = (e ollme = IF1) lollne + (ea /]2 + o) [0/]2 ¥o € HA((0,L)), (1.71)

kde ¢1,co > 0. At je nyni znaménko c3 jakékoliv, v obou pfipadech je zfejmé, zZe
|||z — 400 =  Tg(v) = +oc. (1.72)

Poznamenejme, 7e s ohledem na lemma [[.3] toto plati pro vSechny ¢tyfi problémy
(P1)—(P4).
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Véta 1.3 Za vyse uvedengch predpokladi je funkciondl Ilg pro libovolné axidlni i
vertikdlni zatiZeni koercivni na V.

Ptimym diisledkem piredchézejicich dvou vét je pak nasledujici tvrzeni.

Véta 1.4 Necht jsou splnény viechny vijse wvedené piedpoklady a necht P < P.
Potom md vloha reseni pro vSechny okrajové problémy (P1)-(P4), pricemz
toto Tesend je jediné, pokud je P < P. Totéz plati i pro tlohu , jejiz resent je
pro P < P shodné s resenim tilohy .

Diikaz: Podle znamé véty o existenci minima konvexniho funkcionalu, viz napt. [7],
odst. 26.8., potfebujeme kromé koercivity i spojitost funkcionalu Ils. Ta je vSak
evidentni. Jednozna¢nost je dana ryzi konvexitou. O

Pokud je nosnik naméahan tahem Silou P < O mé flloha ohybu evidentné jediné

vvvvvv

nemusi mit jediné reSeni. Analoglcky k Euler— Bernoulhho modelu existuje krltlcka
hodnota P& > 0 takova, 7e pro P € (0, PS) je funkcional energie I1s ryze konvexni,
aviak pro P > PS je jiz nekonvexni s dvéma lokdlnimi minimy a jednim lokalnim
maximem, jak ukazuji analyzy D.Y. Gaa (napt. [11]).

Pro Euler-Bernoulliho nosnik odvodil roku 1757 hodnotu kritické sily PZ s
Euler. Jeho formule pro tuto silu ma tvar (viz [41])

El
(Leg)?”

piicemz tzv. efektivni délka L.s je pro jednotlivé okrajové problémy dana takto

(P1): Le = 05L,

PE = 72 (1.73)

(P2) : L. = 0.699157L,
(P3): L. = 2L,
(P4): L. = L.

Pokud jde o Gativ nosnik, Ize konstatovat nasledujici:

e s ohledem na tvar podminky pro konvexitu ([1.58|) nelze stanovit analytickou
formuli pro hodnotu kritické sily PS, nebot v 1} vystupuje feseni w,

cro

e hodnotu PS¢ lze odhadnout zdola pomoci Eulerovy kritické sily PE. Dle ([1.63))

a (|1.64]) totiz plati

— 1
PY >P = -pF (1.74)
Ju!

e kritické hodnoty pro jednotlivé okrajové tilohy je mozné stanovit pouze pomoci
numerickych experimenti, jejichz priblizné vysledky jsou pro vstupni data
L=1m, h=0.1m, v=0.3, £ =21-10"Pa,

(ktera budou pouzita i pro feseni piiklada v kapitole 4) uvedeny v nasledujici
tabulce:
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| | Pk [ pg

(P1) || 4.672002-10° | 5.507 - 10°
(P2) | 2.389435-109 | 3.575-10°
(P3) | 2.920001-10% | 2.243-10°
(P4) | 1.168000-109 | 1.235-10°

Vypoctovy model feseni ohybu Gaova nosniku musi pocitat s tim, ze varia¢ni
rovnice (|1.53)) mtuze mit vice feSeni. V této praci se vSak zamérime pouze na konvexni
piipad, kdy se hodnota osového zatizeni bude pohybovat v intervalu (—oo, PS]. V
dalsim textu se pokusime situaci analyzovat a fesit pomoci metody, kterou popiseme
v nésledujicim odstavci.

1.3 Rizena varia¢ni metoda — CVM

Dalsi uvahy se zaméii na vhodnou metodiku feSeni tloh zformulovanych v pred-
chéazejicim textu. Nami zvoleny postup se bude zakladat na formulaci a FesSeni 1loh
optimdlniho izeni. Takovy piistup byl v ¢lancich [45], [46], [3], [51] pouzit k FeSe-
ni kontaktni problematiky. Jeho autofi jej nazvali rizend variacni metoda, anglicky
Control Variational Method - CVM. My ji v této kapitole zobecnime pro feseni ohybu
nelinearnitho Gaova nosniku.

Poznamka 1.7 Ulohy optimalniho Fizeni jsou popséany v dodatku 1. Podrobnéji o
nich pojednavaji klasické publikace [21] a [22] nebo nejnovéjsi monografie [52].

Pro linearni Euler-Bernoulliho nosnik s volnym koncem je podstata této metody
vylozena v [45] a [3]. Spociva v zasadé ve t¥ech postupné provadénych krocich:

e Transformace funkce zatizeni.

e Redukce rovnice nosniku.

e Transformace funkcionéalu celkové potencidlni energie.

Pomoci téchto tif kroktu se pak provede zavéreény krok:

e Transformace daného problému na tilohu optimalniho Fizeni.

V tloze optimélniho fizeni provadime minimalizaci transformovaného funkciona-
lu pii soucasném splnéni stavové tlohy zalozené na redukované rovnici nosniku.

Nakonec je tfeba formulovat tvrzeni o ekvivalenci puvodni tdlohy a této tlohy
optimélniho rizeni.

K uvedenému je nutné poznamenat, ze

(a) Prevod jednoduché ulohy ohybu linearniho nosniku na tlohu optimél-
niho fizeni nemé prakticky vyznam a proto ho zde nehodlame podrobné predvést.
UZitecnost takového postupu se ukaze teprve u nelinedrnich problémi, tj. u Gaova
nosniku, kde vystupuje materidlova nelinearita, nebo u kontaktnich tloh, kde méame
co do ¢inéni s geometrickou nelinearitou.
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(b) V [5] a [3] uzita redukce stavové rovnice o 2 fady neni pouzitelné obecné
pro libovolnou okrajovou tlohu. Navic se mohou vyskytnout problémy pii numerické
realizaci takové tlohy.

(c) Ve zdrojovych ¢lancich [45] a [3] se jiz nic nekonstatuje o zbyvajicich okra-
jovych tlohéach a neni zde tudiz navrzen postup jejich feseni pomoci CVM.

Pro tacely této prace budeme chtit zobecnit postup fizené variaéni metody tak,
aby byl pouzitelny pro nelinearni Gatuv model, vSechny ¢tyti klasické okrajové tlohy
a kontaktni ulohy. Nejprve si v8e ilustrujme na jedné z tloh ohybu Gaova nosniku.

Uvazujme Gauv nosnik s okrajovymi podminkami typu (P2). Podle odstavce 1.2
lze klasicky problém ohybu tohoto nosniku zformulovat nésledovné

Elw" — BEa(w')*w" + Ppw” = f v (0,L),
w(0) = w'(0) = 0, (1.75)
w(L) = w'(L) = 0.

Varia¢ni formulace této tlohy zni takto

Nalézt w € Vo = {v € H*((0,L)) : v(0) =/(0) =0, v(L) =0} :
lg(w) = min [g(v), (1.76)
veVy
kde funkcional Ilg je dle (|1.50))
1 : 12 1 - "4 1 - "2 -
g(w) = = [ EIO')de+ — | Ea()'dz—=- [ Pu)de— [ fodz.
2 Jo 12 Jo 2 Jo 0

Pro pouziti CVM musime nejprve urcit stavovy problém, ktery by mél byt jed-
noduchy a linearni. V nasem pfipadé ho definujme takto

Nalézt funkei w := w(u) tak, ze
EIw" = f+u v (0,L),

w(0) = w(0) = 0, (1.77)
w(L) = w"(L) = 0,
resp. ve slabé formulaci
Nalézt funkei w := w(u) € V; tak, Ze (1.78)
a(w,v) = (f +u,v) Yu € Vs, '

Za povsimnuti stoji, Ze nelinearni ¢len Gaovy rovnice se (stejné jako ¢len s axidlnim
zatizenim) nyni ,schoval“ do proménné u. To je jeden ze stézejnich znaka CVM.

Proménna u zde bude vystupovat jako tzv. ridici proménnd, jejim prostiednic-
tvim bude ovliviiovana jak hodnota cenového funkcionélu, tak i hodnota priuhybu w
daného stavovym problémem. Hodnoty u budeme vybirat z mnoziny, kterou ozna-
¢ime U,y a kterou budeme zpravidla definovat vztahem

Uga = {u € L*((0,L)) : |u(z)| < C sk.vs. v (0,L)}, (1.79)

kde C' > 0 je dané konstanta.
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Necht w € V, je feSeni stavové ulohy (|1.78)) pro u = 0, tj. w spliwje

a(w,v) = (f,v) Yu € Vs. (1.80)
Pak z ([1.45]) uzitim (|1.78)) a (1.80]) obdrzime
1 1 1 1 1
Ho(w) = 5&(111,11)) - (f>w) = é(uaw) - §(faw) = 5(’&,11)) - Ea(w,w) -
1 1 - 1 . 1 ~
= ww) = s (f+ud) = 5 ww-10) -5 (f0) (1.81)

ProtoZe posledni ¢len v ((1.81) je konstanta, muZeme ji v optimaliza¢nich tlohach
vynechat a mame

Dosazenim tohoto vysledku do Il ziskdme transformovany funkcionél ve tvaru

e ~ e na e "2
J(w,u) = 3/ u(w—w)dx—i—ﬁ i Ea(w)dx—§ i Pp(w')*dx.

Nyni jsme schopni sestavit vyslednou tlohu optimalniho fizeni tak, jak je zave-
dena v dodatku 1:

Nalézt u* € U,y tak, ze
Jw(w),w") = min J(w(u),u), (1.82)

kde w(u) fesi stavovou ulohu (SP),

pricemz stavovy problém (SP) je definovan takto

{ Nalézt w :=w(u) € V; tak, Ze (1.83)

a(w,v) = (f +u,v) Yv € Va.

Zbyva ukazat vztah mezi pavodni variaéni formulaci ((1.52), a novou formulaci

pomoci optimélniho fizeni (|1.82)—(1.83)).

Véta 1.5 Necht f € L*((0,L)), V = V, a necht plati piedpoklady o koeficientech
rovnice uvedené v odstavcich 1.1 a 1.2.

Pak tesent lohy f existuje, je jediné a funkce w* := w(u*) spliuje
resp. za predpokladu, Ze konstanta C v je dostatecné velkd.

Dikaz je podrobné uveden v [29].

Nasim cilem je, jak jiz bylo uvedeno vyse, zobecnéni ideje CVM. Ptjde tedy o to,
prevést dany nelinearni problém na tlohu optimélniho fizeni tak, aby nové vznikla
tloha byla

i) konsistentni s ptivodni ulohou - tj. aby stavovy problém umoznoval splnéni
zadanych okrajovych podminek (a to i po diskretizaci) a aby pomoci feSeni ulohy
optimélniho rizeni bylo mozné ziskat feSeni ptivodniho problému,
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ii) efektivnéji fesitelna, nezli ptivodni tloha - to lze zajistit zejména v pripads, ze
je mozné redukovat fad stavové tilohy, nebo alespont vhodnym numerickym feSenim
minimaliza¢niho problému, které by mélo byt vyhodnéjsi nez feSeni nelinedrnich
soustav rovnic.

Zéakladnim nastrojem, ktery bude slouzit tomuto cili, budou transformace, jez
jsou uvedené v dodatku 3.

V zéasadé lze koncept zobecnéného postupu shrnout do nésledujicich sedmi bodi:
1. Transformace proménnych: napt. v — z .

2. Transformace funkce zatizeni: f — g .

3. Sestaveni lagrangianu: II — L .

4. Odvozeni soustavy rovnic pro jeho sedlovy bod: VL =0 .

5. Definovani kontrolni proménné u a formulace stavového problému.

6. Transformace funkcionalu celkové potencialni energie: I(w) — J(w,u) .

7. Formulace tlohy optimélniho fizeni.

Poznamka 1.8 U transformaci proménnych budeme vychazet z kapitoly 5 knihy
[18]. P1i takovéto transformaci musime ov§em zaménit puvodni funkcional za lagran-
gian, jak uvadi bod 3. Tento lagrangidn sestéava z puvodniho funkcionalu, v némz
jsou provedeny uvazované zamény proménnych a z ¢lent, které obsahuji provedené
zameény jakozto vazbové podminky s odpovidajicimi multiplikatory.

V dalsim textu budeme pfedchozi koncept realizovat, a to nejprve na tlohach
ohybu Gaova nosniku a pozdé&ji na kontaktnich problémech.

Ve shodé s autory metody D. Tibou a M. Sofoneou budeme brat do tvahy i fakt,
ze CVM miizZe slouzit nejen jako zptsob, jak nové zformulovat a tudiz i vytesit uva-
zované ulohy, ale rovnéz jako prostredek analyjzy téchto tloh. Tim, Ze napt. kontaktni
tlohy zformulujeme ekvivalentné jako tlohy optimalniho fizeni, dostaneme moznost
posoudit z jiného thlu pohledu napft. otazky existence a jednoznacnosti jejich feseni
nebo zformulovat podminky optimality pro tyto problémy.

1.4 Ohyb Gaova nosniku pomoci CVM

Postupné zde probereme ¢tyti okrajové tlohy uvedené v odstavci 1.1 a u kazdé nové
zformulujeme tlohu ohybu Gaova nosniku zatizeného vertikalné a axialné. Pozna-
menejme, ze standardni formulaci téchto problému je obecné varia¢ni tloha ([1.52])
resp. (L.53)).

Nové formulace budou pfedstavovat tilohy optimalniho Fizeni, jejichz popis a
zékladni vlastnosti jsou uvedeny v dodatku 1. Cestu, jak se to vSe provede, ukazuji
transformace z dodatku 3. Témito transformacemi jsou urcené i jednotlivé stavové
ulohy (7.13), (7.53) a (7.83), jez muzeme souhrnné vypsat takto (¢islo v zavorce
odpovida ¢islu pouzité transformace):
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(SP(1)): { Nalézt funkci w :=w(u) € V' takovou, ze
a(w,v) = (f +u,v) VoeV
(SP(2)): Nalézt funkei z := z(u) € Z takovou, ze
e(z,v) = (9+u,v) YveZ
Nalézt funkci w € V' takovou, ze
w =z
w(0) =0
g€ L*((0,L)): (g,v") = (f,v) YveV
(SP(3)): { Nalézt funkei w :=w(u) € V' takovou, Ze
e(w,v) = (g +u,v) VveV
g€ L*((0,L)): (g,v") = —(f,v) YoeV

Zde jsme pouzili pro struc¢nost oznaceni (1.6 a (1.7]) spolu s novym symbolem
L
e(w,v) = / ETw'v'dz, w,v e V. (1.84)
0

Je tedy ziejmé, ze (SP(1)) je v klasické formulaci linearni tloha 4. fadu, kdezto
(SP(2)) a (SP(3)) jsou linearni dlohy 2. fadu, pticemz (SP(2)) je problém slozeny
ze dvou dil¢ich tloh.

Poznamka 1.9 V piipadé problému (P3) sice transformacemi obdrzime (jako di-
sledek nelinearni okrajové podminky na volném konci) nelinearni stavovou tlohu,
tu v8ak v souladu s ideou metody CVM pomoci tprav pirevedeme na linearni tvar

(SP(1)) popt. (SP(2)).

Jednodussi stavova tloha, tj. tiloha niz§tho fadu nez ¢tyti, vede k rychlejsimu
i snadnéjsimu feSeni problému. Transformace jednotlivych okrajovych tloh v8ak
musime volit tak, aby byly stavové tilohy konzistentni s ptivodnimi tlohami.

Nelze tedy napft. u alohy (P2) pouzit transformaci T3, jelikoz by vedla ke stavové
tloze (SP(3)). Potom bychom nedokazali zajistit splnéni t¥i stabilnich okrajovych
podminek predepsanych v prostoru Vs, nebot (SP(3)) je problém druhého fadu.

V souladu se zvolenou podobou stavového problému pak musi byt i transformace
funkcionalu potenciélni energie na funkcional, ktery bude pouzit k optimélnimu
fizeni. Tyto upravy jsou zpracovany v odstavcich 7.1 az 7.3 a jejich vysledné tvary
Ji, k =1,2,3, jsou dany vztahy (7.20)), (7.56) a ((7.86).

Oznacime-li k = 1,2,3 ¢islo pouzité transformace, pak transformovany funkci-
onél Ji, spolu se stavovym problémem (SP(k)), prostorem funkei V;,i =1,2,3,4, a
mnozinou pripustnych hodnot fizeni U,; definuji tillohu optimalniho Fizeni tvaru

Nalézt u* € U,q tak, ze
Jelw(),w) = min Jy(w(u), u), (1.85)
u€Uyq

kde w(u) € V; fesi na V; ulohu (SP(k)).

22



Poznamka 1.10 V dloze nelze volit indexy k a ¢ zcela libovolné. Jak bude
ziejmé z dalstho rozboru jednotlivych okrajovych tloh, smysl zde maji jen kombinace
k=1,i=1,2,3,4,

k=2 1=3,

k=3,1i=4.

O nové formulaci ve tvaru tlohy optimalniho Fizeni musime nasledné dokézat,
ze dava tytéz vysledky, jako puvodni varia¢ni formulace. Neméné dulezita je rovnéz
otazka existence a jednoznac¢nosti feseni tlohy . V obecné roviné na ni odpovidéa
nasledujici tvrzeni.

Véta 1.6 Necht k € {1,2,3} ai € {1,2,3,4} jsou cisla zvolend ve smyslu pozndmky
1.10. Uloha optimdlniho izent ma za predpokladu P < P prdavé jedno Tesent.

Diikaz: provedeme pro k = 1,7 = 2, coz predstavuje pripad, ktery jsme uvazovali v
predchézejicim odstaveci.

Stavova tloha (SP(1)) mé existenci a jednoznacnost feseni garantované vétou
[[.1} Vyjadiime z ni u vztahem

(u,v) = a(w,v) — (f,v) Vv e Vs, (1.86)

dosadime do funkcionélu J; a s vyuzitim vztahu (7.17) dostaneme

Ti(w,u) = %(mw)—%(u,@)—i—iw(w,w)—%d(w,w)—>
IR %a(w,w)%—iw(w,w)—%d(w,w)—(f,w)+%(f,@). (1.87)

To je az na posledni ¢len, ktery je konstantni, funkcional I, o némz jsme dokazali
v odstavei 1.2, Ze je za pfedpokladu P < P ryze konvexni a koercivni. Uloha
minimalizace ma proto jediné feseni w* € V5. Této funkci piislusi fizeni u* dané dle
(1.86)) vztahem

(u*,v) = a(w*,v) — (f,v) Vv e Vs, (1.88)

Optimalni dvojice (w*,u*) € V' x U,y tedy existuje a je ddna jednoznacné.

Ve zbyvajicich ptfipadech se postupuje zcela analogicky:. 0
Poznamka 1.11 Dulezitym aspektem, ktery ziistane prozatim v pozadi, je realizo-
vatelnost jednotlivych tdloh na pocitaci. Tim se budeme podrobnéji zabyvat v tieti

kapitole.

Kone¢né pripomenme, ze vSechny nasledujici avahy se budou tykat ryze konvex-
niho ptipadu, kdy mame axialni silu P < P.

1.4.1 Problém (P1) s oboustrannym vetknutim

V tomto odstavci budeme uvazovat nasledujici zadani:
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(i) okrajové podminky tvaru: w
A f
(0= w/0) =0, W

w(L) =w'(L) =0, e — —§—P »X

Obréazek 1.3: Oboustranné vetknuty nosnik
(ii) prostor testovacich funkei:

V =V, = {ve H*(0,L)): v(0) ='(0) =0, v(L) = v'(L) = 0}.

V tomto pripadé jsme vazani maximélnim poc¢tem stabilnich okrajovych podmi-
nek. Jedinou vhodnou stavovou tlohou je tedy (SP(1)). Pouzijeme proto transfor-
maci T'1, v niz polozime

oV =1,
o 7 = {ze H'((0,L)): 2(0) = 2(L) = 0}

Vysledky odstavce 7.1 pro okrajovou tlohu (P1) jsou nasledujici:

I . I I
T1: Jy(w,u) = 5/ w(w — w)dx + E Ea(w')*dz — 5/ Pu(w')?dx
0 0 0

(SP(1)): Nalézt funkei w := w(u) € V; takovou, Ze
a(w,v) = (f +u,v) YoeW

w € V; je fesenim (SP(1)) pro u=0

Stavovou tlohu (SP(1)) lze v klasické formulaci zapsat takto:

K danému u nalézt funkci w := w(u) tak, ze
EIw" = f+u v (0,L),

w(0) = w(0) = 0, (1.89)
w(L) = w'(L) = 0.
Funkce @ je ziejmé feSenim tlohy
weVi: a(w,v) = (f,v) Vv e V. (1.90)

Definujme je$té mnozinu piipustnych hodnot ¥izeni u vztahem ((1.79)
Uga = {u € L*((0,L)) : |u(z)| < C sk.vs. v (0,L)},

kde C' > 0 je ,,vhodné“ zvolena konstanta. Ta by méla byt dostatecné velka, ale jen
natolik, aby nedoslo k destrukci nosniku, jelikoz hodnoty z U,4 predstavuji fyzikalné
jeho dodatecéné vertikalni zatizeni. Fakticky bude tedy C' zaviset na tuhosti nosniku
a my zde budeme vzdy predpokléadat, Ze vypocitané prihyby jsou v mezich fyzikalni
teorie pouzité v 1.2.
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Vysledna tloha optimalniho fizeni bude pak nasledujici
Nalézt u* € U,y tak, ze
Ji(w(w”),u”) = min Jy (w(w), u), (1.91)
u€Uyq
kde w(u) € V; fesi ulohu (SP(1)).

O vztahu mezi touto tlohou optimalniho fizeni a tlohou o ohybu Gaova nosniku
(1.52)) s okrajovymi podminkami (P1) vypovida nasledujici véta.

Véta 1.7 Necht f € L*((0,L)) a necht plati predpoklady o koeficientech rovnice
uvedené v odstavcich 1.1 a 1.2.

Pak resent ilohy existuge, je jediné a funkce w* := w(u*) je resenim prislusné
variacni ulohy na prostoru 'V =V, za predpokladu, Ze konstanta C' v

je dostatecné velkd.

Diikaz: Existence optimélni dvojice (w*,u*) € V; x U,q tlohy plyne pro

libovolnou kladnou konstantu C' z véty V ditkazu ji budeme uvazovat tak velkou,

aby bylo mozné provést vsechny tikony s veli¢inami, které maji nalezet do U,,.
Uvazujme nyni pripustnou dvojici tvaru

(w,u) = (W +tly —w"), u* +t(z —u")) (1.92)
pro néjaké t € [—1,1], z € Uyq a y € V4 spliwyjici stavovou rovnici (SP(1)):
a(w* +tly —w*),v) = (f+u" +t(z—u"),v) Vvel

Jelikoz plati

a(w*,v) = (f +u*,v) Yv € V7, (1.93)
dostaneme srovnanim, ze dvojice (y, z) musi spliiovat rovnici
aly —w*,v) = (z —u*,v) Yv e W, (1.94)
coz po dosazeni z dava
a(y,v) = (f + z,v) Yo € Vi. (1.95)

Z optimality dvojice (w*,u*) plyne, Ze

Jp (w*u”) < Jp(w, ) V(w,u) € Vi X Uyq

a tedy
1 * * ~ * * 1 ~
§(u yw' —w) + My (w*) + p(w*) < §(u,w—w)+HN(w)+Hp(w). (1.96)

Dosazenim (|1.92) za w a u pak po tpravé dostaneme

t t t ~
Oy (w*) + Hp(w*) < i(z—u*,w*)—i-é(u*,y—w*)—E(z—u*,w)—i-
t2
+5(z—u*,y—w*)+HN(w*+t(y—w*))+
+1IIp(w* +t(y — w")). (1.97)



Prevedenim vyrazii na pravou stranu, délenim této nerovnosti ¢ > 0 a provedenim
t — 0+ obdrzime pomoci (1.93)), (1.94)), (1.90), (1.48)) a (1.49) nasledujici

1 1 1
0 < é(z—u*,w*)+§(u*,y—w*)—§(z—u*,{5)+
P (', y — w) + Tp(w®, y — w*) =

= a(w*,y —w*) — (f,y —w") + m(w*,y —w") —d(w*,y —w*) (1.98)

pro libovolnou dvojici (y, z) € Vi x U,y splitujici (1.95)). JelikoZ totéZ miizeme provést
i pro t < 0, jako vysledek obdrzime varia¢ni rovnici , ktera je ekvivalentni s
minimaliza¢nim problémem (|1.52)).

Tim je tvrzeni véty dokazéno. 0

Nakonec uvedeme podminky optimality pro tlohu optimalniho fizeni (1.91)).
Aplikovanim obecnych vysledki z dodatku 1 obdrzime néasledujici podminky pro
optimalni dvojici (w*, u*) € Vi X Uyy:

a(w*,v) = (f+u*,v) Vv eV, (1.99)
1
a(p*,v) = 5 (u*,v) + m(w*,v) — d(w*, v) Vv e Vi, (1.100)
(W —w+2p"u—u") > 0  Vué€ Uy. (1.101)

Pripomenme, ze funkce p* € Vi predstavuje adjungovany stav a je feSenim adjun-
gované rovnice (1.100). Rovnice (1.99) odpovida stavové tloze (SP(1)).

Poznamka 1.12 Pouziti transformace proménnych T1 ma zajimavy ,,vedlejsi efekt®.
V rovnici pro stacionarni bod (7.11)) je vztah pro proménnou z kubicka rovnice bez
kvadratického ¢lenu, kterou muzeme psat ve formalizovaném tvaru

24 pzr+q =0, (1.102)
kdyz jsme oznacili
3Py 3\
= - — =——. 1.103

Zavedeme nové proménné r and s spliujici
r+s=z.
Po substituci do ((1.102]) obdrzime
4+ 8+ (Brs+p)(r+s)+q=0.

Nyni predepiseme pro r a s druhou podminku

D
rs=——.
3
Dostaneme
P
P45 =—gq, r3sd = —
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Na zékladé téchto vztaht plyne z Vietovy véty (viz [20]), Ze 73 a s jsou koreny

kvadratické rovnice X

D
2 —p
2% + qx o7

s diskriminantem rovnym 4A, kde

A = (%)2 + (g)g. (1.104)

Dle znamych formulek pak je

!4 VA. SBZ_g_ﬂ

a odtud ihned plyne Cardantv vzorec pro rovnici 1 ve tvaru

\/? N \/j (1.105)

Pro dalsi uvahy mé zasadni vyznam diskriminant kubické rovnice ((1.102)), ktery
ma tvar (viz [20])
D = —4p® —27¢* = —108A. (1.106)

Lze totiz dokézat nasledujici tvrzeni (viz napt. [20], §38).

Véta 1.8 Kubickd rovnice s redlngmi koeficienty ve tvaru mad:
o (1 ruzné redlné koteny, je-li D > 0,
e vsechny koreny redlné, pricemz jeden z nich je dvojndsobny, je-li D =0,
e jeden koren redlny a dva komplexné sdruZené, je-li D < 0.

Aplikace téchto vysledki nam umozni diskutovat velikost a smér axialni sily P.

V nasem piipadé je
108 P33 9
D = (Ba)? ( o 4_1/\ ) (1.107)

Dle véty [T.8) mtiZzeme pak rozlisit nasledujici tii alternativy:

1. P <0 (tahové axialni zatizeni) = D < 0 = 1 realné feseni.
2. P =0 (zadné axialni zatizeni) = D <0 = 1 realné feSeni.

3. P >0 (tlakové axialni zatizeni)

9F

1) P3 < 4—?% = D <0 = 1 realné feseni,
v
9F

2) P3> 4—?)3 = D >0 = 3 realna reeni.
v

Zavér: Nalezli jsme tedy analogii Eulerovy kritické sily, vysledek vsak ma hlavné
existen¢ni charakter, nebot nedokidZeme nezavisle vypocitat multiplikiator A. Ukazuje
ale na to, ze wvaZovany nelinedrni model nosniku je schopny explicitné modelovat
jeho vybocovdnd.

Jelikoz transformaci T1 miuzeme aplikovat i na zbyvajici okrajové tlohy, plati
tento zavér pro vsechny tlohy (P1)-(P4).
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1.4.2 Problém (P2) s vetknutim na jednom a podepfenim na
druhém konci

V tomto odstavci budeme uvazovat nasledujici zadéani:

(i) okrajové podminky tvaru: v
A f
w(0) =w'(0) =0, W

w(L) — w//(L) = 0. % _________________________________ _|<i »X
JAN
(ii) prostor testovacich funkei: Obrazek 1.4: Nosnik s vetknutim a podepienim

V=V, = {ve HX((0,L)) : (0) = v/(0) = 0, (L) = 0}.

Zde je situace velmi podobna, jako v predchézejici uloze (P1). Abychom splnili
tii stabilni okrajové podminky, musime pracovat se stavovym problémem (SP(1)) a
proto pouzijeme opét transformaci T'1, v niz polozime

oV =15,
e 7 = {z€ H'((0,L)): 2(0) = 0}.

Souhrn vysledki odstavce 7.1 pro okrajovou ulohu (P2) je nasledujici:

L

1" 1 1 [*
T1: Ji(w,u) = 5/ w(w — w)dx + 3 Fa(w')*dz — 5/ Pu(w')?dx
0 0 0

(SP(1)): Nalézt funkei w := w(u) € Vs takovou, ze
a(w,v) = (f +u,v) Vv eV,

w € Va je fesenim (SP(1)) pro u=0

Stavovou tlohu (SP(1)) v klasické formulaci lze zapsat takto:

K danému w nalézt funkei w := w(u) tak, ze
EIw" = f+4+u v (0,L),

w(0) = w(0) = 0 (1.108)
w(L) = 0.
Funkce @ je feSenim tlohy
weVy: a(w,v) = (f,v) Vv e Vs, (1.109)

Mnozinu U,y definujme stejné jako vySe pomoci (|1.79).
Vysledné tloha optimélniho fizeni ma pak nésledujici tvar:
Nalézt u* € U,q tak, ze
I (), w?) = min J; (w(w),u). (1.110)

ad

kde w(u) € Vi tesi ulohu (SP(1)).
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Formélné se tedy nelisi od tlohy pfifazené problému (P1), prostory funkci jsou
vsak v obou pfipadech jiné.

Analogicky k vété se pak dokaze tvrzeni o vztahu tulohy a ulohy o
ohybu Gaova nosniku s okrajovymi podminkami (P2).

Véta 1.9 Necht f € L*((0,L)) a necht plati predpoklady o koeficientech rovnice
uvedené v odstavcich 1.1 a 1.2.

Pak tesent tlohy existuje, je jediné a funkce w* = w(u*) je TeSenim pri-
slusné variacni ulohy na prostoru V. =V za predpokladu, Ze konstanta C' v
je dostatecné velkd.

Jesté si uvedeme podminky optimality pro tilohu optimélniho fizeni . 7
obecnych vysledku z dodatku 1 obdrzime pro optimalni dvojici (w*, u*) € V4 X Uyg
podminky, které jsou formalné shodné s podminkami optimality pro tlohu (P1), lisi
se oviem vybérem prostoru funkei, kterym zde je Va:

a(w*,v) = (f+u",v) Vo € Vs, (1.111)

1
a(p*,v) = 5 (u*,v) + (w*,v) — d(w*,v) Vv eV, (1.112)
(w*—w+2p"u—u*) > 0  Vu€ Uy (1.113)

Také zde funkce p* € V, predstavuje adjungovany stav a je feSenim adjungované

rovnice ((1.112)). Rovnice (|1.111)) opét odpovida stavové uloze (SP(1)).

1.4.3 Problém (P3) s volnym koncem

V tomto odstavci budeme uvazovat nasledujici zadani:

(i) okrajové podminky tvaru: .
A f
w(0) =w'(0) =0, W

w//(L) = 07 % ................................. _41 >» X
1

ETw" (L) — 3 Ea(w'(L))*+

+Ppw'(L) = 0. Obrézek 1.5: Nosnik s volnym koncem

(ii) prostor testovacich funket:

V=V, = {ve H*(0,L) : v(0) ='(0) = 0}.

V této tloze staci splnit jen dvé stabilni okrajové podminky, problém vsak pred-
stavuje nelinearni nestabilni podminka na volném konci nosniku.

I nyni zkusime pouzit transformaci T1. Vysledky jsou dle odstavce 7.1 nasledujici:
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1" 1"
T1: leu:—/uw wdx—i—— EOz )4dx——/ Pu(w')*dz
2 0 2 0
Nalezt funkei w := w(u) € V3 takovou, ze
a(w, (f +u,v) = AL)v(L) Vvelj
1
A\ = gEa(w’)?’ — Puw'’
w € V3 je fesenim (SP(1)*) pro u=0a A(L) =0

V porovnani s predchéazejicimi tlohami (P1) a (P2) zde dostavame nelinearni
stavovou tlohu (SP(1)*), ktera ma stejné okrajové podminky jako uvazovana tloha
(P3). Avsak ideou metody CVM je feseni jednoduché stavové ulohy, které predsta-
vuje omezeni v tloze optimalniho Fizeni a ktera by proto méla byt (nejlépe) linearni.

Jako vychodisko se nabizi zavést okrajovou podminku do stavové tulohy jako
parametr, pricemz v optimu budeme pozadovat splnéni nelinearni podminky .
Definujme proto pro zadanou dvojici {u,r} € U,q x R nasledujici stavovy problém

Nalézt funkei w := w(u,r) € V5 takovou, ze

(SP(D)+) : { a(w,v) = (f +u,v) —roL) Vv e Vs, (1.114)

To v klasické formulaci znaci feseni tlohy

EIvw" = f+u,
w(0) =w'(0) =0, (1.115)
EIw"(L) =0, EIw"(L) =r.

Poznamka 1.13 Existence hodnoty w” (L) je zde i v dalsim textu garantovanéa
tvrzenim lemmatu [[4l

Méame tedy k dispozici linearni okrajovy problém, ktery vsak nesplhuje pozado-
vanou podminku

1
EIw"(L) = ML) = §E04(7VU’(L))3 — Puw'(L) (1.116)
z (SP(1)*). Toho dosdhneme optimalnim fizenim, kdyZ ozna¢ime @ = {u,r} €

U.q X R rozsifenou ridici proménnou.

Uloha optimalniho fizeni pak bude mit tvar:

( Nalézt @ = {u*,r*} € U,q x R tak, ze

Ji (w(a*),a*) = ﬁe%lai?xﬂ% Ji (w(u), )
o podminky 7° = 3 Po(w(@)/ (1) = Pa(w@)y@). (11D

pficemz w = w(a) € V3 fesi ulohu (SP(1)+)
L a w" =w(u*) € V5 Tesi ulohu (SP(1)*).

Plati zde
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Véta 1.10 Necht f € L*((0,L)) a necht plati piedpoklady o koeficientech rovnice
uvedené v odstavcich 1.1 a 1.2.

Pak tesent ilohy existuje, je jediné a funkce w* = w(a*) je TeSenim pri-
slusné variacni ulohy na prostoru V= V3 za predpokladu, Ze konstanta C v
11.79) je dostatecné velkd.

Diikaz: se vede analogicky jako u véty [I.7 s tim, Ze pracujeme s rozsifenou fidici
proménnou % = {u,r} € Uyg X R. O

Podminky optimality jsou pro tlohu (1.117]) shodné s podminkami ((1.99)—(1.101])

pro ulohu ([1.91)), lisi se vybérem prostoru funkci, kterym je nyni prostor V3, a okra-
jovou podminkou (|1.116|).

Jednodussi feseni tlohy (P3) ziskame, pokud nebudeme trvat na pouziti trans-
formace T1. Abychom v8ak mohli zvolit jinou transformaci, musi existovat funkce g
transformovaného zatizeni. Pokud ji budeme definovat vztahem (viz (7.31))):

L L
/ gv'dx = / fode Vv eV, (1.118)
0 0

lze za tohoto predpokladu pouzit transformaci T2, v niz polozime
oV = VES?
e 7 ={ze€ H((0,L)): 2(0) =0}.

Podle vysledkt z odstavce 7.2 pak dostaneme

1 - ~ 1 [ I
T2: Jo(w,u) = —/ u(w' —w)dz + — [ Fa(w)'dr — —/ Pu(w')*dz
2 J, 12 J, 2 J,
(SP(2)): Nalézt funkei z := z(u) € Z takovou, Ze

e(z,v) = (g9 +u,v) YveZ
Nalézt funkci w € V3 takovou, Ze
w =z
w(0) =0
g€ L*(0,L): (g.v)) = (fiv)  Vvels

w € V3 je fesenim (SP(2)) pro u=0

Zvoleny postup umoznuje redukci stavové tulohy. To je dano tim, Ze v transformaci
T2 se rovnice ([1.43)) pro prihyb Gaova nosniku pievadi na Ginzburg—Landauovu

rovnici ((7.46)):
1
— FEIZ" — Puz+ gEaz?’ =g+ec, (1.119)

kde se transformovana prava strana skldda z funkce g dané vztahem ([1.118)) a kon-
stanty c, jez je presnéji definovana v odstavci 7.2.
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Uloha (SP(2)) je ovsem dvojity problém pro neznamé z a w. Vyjmeme-li z néj

prvni ¢ast, obdrzime dle (7.49) v klasické formulaci

K danému u nalézt funkei z := z(u) tak, ze
—FElZ =g+u v (0,L),

2(0) = 0,

/(L) =0,

(1.120)

pricemz jsme ulohu doplnili o prislusné okrajové podminky. Slaba formulace této
tlohy je
{ Nalézt funkei z := z(u) € Z takovou, ze

e(z,v) = (g+u,v) Ve Z (1.121)

Transformované zatizeni g, které v tloze vystupuje, je urcené vztahem . Z
praktického hlediska je nejvhodnéjsi cesta k jeho urceni na zékladé vztahi a
, nebot tak zajistime i splnéni okrajovych podminek na volném konci nosniku.
Funkci g pak ziskdme feSenim pocateéniho problému

{ g,(L_ ;fé‘ (1.122)

Zbyvé ovérit splnéni okrajovych podminek, coz bylo u problému (P1) a (P2) s
ohledem na volbu stavové tlohy trividlni. Zde stavové tuloha pracuje s proménnymi
z € Z, takZze mame zarucenou podminku w’(0) = z(0) = 0 zépisem v prostoru Z,
zatimco podminka w”(L) = 2/(L) = 0 bude splnéna varia¢né. K pivodni promén-
né w € Vi se vratime pomoci druhé c¢asti stavové tulohy (SP(2)), kde uplatnime
zbyvajici stabilni okrajovou podminku:

{ lu’j/((; “ N (1.123)

Posledni okrajovou podminku pro hodnotu V(L) = Elw” (L) jsme schopni
splnit explicitné, jelikoz dle lemmatu mame garantované, ze w”” € L*((0,L)).
Pak v rovnici ([1.120)) na pravé strané pro z = L stoji dle (1.122)) a ([7.50) vyraz

o(L) + u(L) = —%Ea(w’(L))?’JrPuw’(L), (1.124)

coz implikuje splnéni okrajové podminky (1.54), nebot EIz"(L) = ETw"(L).

Pro ulohu optimélniho fizeni pouzijeme funkcional ((7.56)), takze s mnozinou pii-
pustnych hodnot fizeni definovanou pomoci ([1.79)) pak bude vysledné tloha néasle-
dujict

Nalézt u* € U,y tak, ze

J2 (w(u?),u) = min Jy (w(u),u), (1.125)
ucUad

kde w(u) € V3 fesi ulohu (SP(2)).
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Véta 1.11 Necht f € L*((0,L)) a necht plati predpoklady o koeficientech rovni-
ce uvedené v odstavcich 1.1 a 1.2. Necht existuje funkce g € L*((0,L)) vlastnosti

.

Pak Tesent tlohy existuje, je jediné a funkce w* = w(u*) je FeSenim pii-
slusné variacni ulohy na prostoru V = V3 za predpokladu, Ze konstanta C' v
je dostatecné velkd.

Diikaz: Existence optimalni dvojice (w*,u*) € V3 x U, ulohy (1.125)) plyne pro
libovolnou kladnou konstantu C' z véty [I.6] V dikazu ji budeme uvazovat tak velkou,
aby bylo mozné provést veskeré tkony s veli¢inami, které maji nalezet do U,,.

Déle pro tcely tohoto dikazu prepiSeme funkcional J; na tvar

I I 1 [t
Jo(z,u) = 5/ u(z —2)dx + D Baz'dr — 5/ Puz*da, (1.126)
0 0 0

pricemz funkce Z je definovana (v souladu s definici funkce @) rovnici
ez, ) = (9.9) VeoeZ (1.127)

Necht (w*,u*) € V3 x U,q je optimalni dvojice tlohy (1.125)) a necht (z*, u*) €
Z X Uyq je odpovidajici optimum funkcionalu (1.126)), tj. plati z* = (w*). Dale
uvazujme pripustnou trojici tvaru

(w* +tlv—w"), u*" +t(s —u"), 2" +tly — =z)) (1.128)
pro néjaké t € [—1,1], s € Uy, v € V3, y € Z a spliwujici stavovou rovnici ((1.121])
e(z" +ty—z"),p) = (g+u" +ts—u"),p) VpeZ (1.129)

a rovnici (|1.123|)

(w* +tlv —w")) = 2" +t(y — 2%). (1.130)
Jelikoz v optimu dle (1.121)) plati

e(z",¢) = (g+u",9) VpeZ, (1.131)
musi dle dvojice (y, s) spliiovat rovnici
ely—2z%p) = (s —u*,p) Vo € Z, (1.132)
coZ po dosazeni z dava
e(y,0) = (g+s,¢) Vo € Z. (1.133)
Podobné dle méame v optimu
(w*) = 2* (1.134)

a porovnanim s (|1.130]) obdrzime
(v—w") =y—2" (1.135)
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Z optimality dvojice (z*,u*) plyne, ze
Jo (25 u") < Jo(2F +t(y — 27),ut +t(s —ub)).

Po upravé dostaneme

I I
—/ Fa(z*)*dz — —/ Pu(z*)dr <
0 0

12 2
< ls—wmrlwy-m-Ltemwn Leowy- e
< gls—u'z 5wy —=2 5 (s — .2 5 (s—u'y—=z
1 . * *\\4 1 . * *\) 2
+— | Eal"+tly—=z"))de—= [ Pu(z"+tly—=z"))dx.
12 J, 2 J,

Prevedenim vyrazu na pravou stranu, délenim této nerovnosti ¢ > 0 a provedenim
t — 0+ obdrzime pomoci (1.131)), (1.132)) a (1.127)

1 1 1 I
0 < —(s—u*,z*)—i——(u*,y—z*)——(s—u*,?)+—/ Ea(z*)*(y — z*)dz —
2 2 2 3/,

L
—/ Puz*(y — z")dx =
0
1 L L
— el =) = (=) g [ Ba@ - 2de - [ Pusly - )
0 0

pro libovolnou dvojici (y,s) € Z x U, spliwjici (1.133)). Jelikoz totéz miuzeme
provést také pro t < 0, jako vysledek ziskdme rovnici

1 [t L
oy =) =gy =)+ g [ Bal - e - [ Puzly—#)de = 0
0 0

Sem dosadime z ((1.134]), (1.135)) a z definice (|1.118) funkce g. S ohledem na to, ze
plati

a(w,p) = e(w',¢') = e(z,¢)  Vpels,

pak obdrzime

a(w*, v —w*) — (f,v —w*) +
1

- 5/0 Ea((w*))*(v —w*)dz —/0 Pu(w*) (v —w*)'de = 0. (1.136)

Nakonec pouzijeme definiéni vztahy (1.48), (1.49) a (1.51)), ¢imz pFevedeme rovnici
(1.136) na tvar (1.53), ktery predstavuje ekvivalentni formulaci minimaliza¢niho
problému ([1.52)) pro pfipad V = V3.

Tim je tvrzeni véty dokazéano. 0

Zbyva jesté doplnit podminky optimality pro tlohu (1.125]). S ohledem na trans-
formad¢ni vztahy se jako tcelné jevi uvazovat funkcionél (1.126]) a optimalni dvojici
(z*,u*) € Z X Uyq. Obdrzime nasledujici podminky:

e(z",9) = (g+u',9) Vo€, (1.137)
. 1, 1 . .
e, p) = 5 W, 0)+ 5 (Balz )’ ) — (Puz ) Yo e Z,(1.138)
(" =Z4+2p",u—u") > 0 Vu € Uy. (1.139)
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Funkce p* € Z je feSenim adjungované rovnice (1.138)), 2* € Z je feSenim rovnice

(1.137), ktera odpovida stavové tuloze (SP(2)), a z je feSenim ([1.127]). Optiméalni
hodnotu w* € V3 pak ziskdme pomoci ((1.123):

(w*)" = 2%, w*(0)=0. (1.140)
Poznamka 1.14 Regenim tlohy optimalniho Fizeni (1.125)) ur¢ime rovnéz reSeni
nelinedrni Ginzburg-Landauovy rovnice (1.119)), ktera je ,,ukryta“ ve stavové tloze

(SP(2)).

1.4.4 Problém (P4) s prostym podepienim na obou koncich

V tomto odstavci budeme uvazovat nésledujici zadani:

(i) okrajové podminky tvaru: v W
4 f
w(0) = w"(0) =0,

w(L) = w,/(L) —= O _________________________________ _|<i >» X
JAN
(i) prostor testovacich funkef: Obrazek 1.6: Nosnik prosté podepreny

V =V, = {veH*(0,L)): v(0) =0, v(L) = 0}.
V tomto piipadé lze navazat na pavodni ideu feSeni z ¢lanka [45] a [3]. V pred-
chozich ulohach tomu brénila realizace prislusnych okrajovych podminek.

Zde mame opét jen dvé stabilni okrajové podminky. Abychom vsak mohli zvo-
lit transformaci T3, musi existovat funkce g transformovaného zatizeni definované

vztahy (viz (7.67)):

L L
/ gv"dx = —/ fvde  VveV,. (1.141)
0 0

Za tohoto predpokladu pouzijeme transformaci T3, v niz polozime
oV = V;la

e Z = H'((0,L),

coz opét umoznuje redukeci stavové tlohy. Ta je analogickd tomu, co lze nalézt ve
¢lancich [45] a [3] a co bylo stru¢né pfipomenuto v odstavei 1.3.

Vysledné vztahy pro transformaci okrajového problému (P4) pomoci transfor-
mace T3 jsou nésledujici

L

IO 1 "4 e "2
T3: Jg(w,u):§ i F7 Y dx—l—ﬁ i Eoz(w)da:—§ i Pp(w')*dx

(SP(3)): Nalézt funkei w := w(u) € V; takovou, ze
e(w,v) = (g +u,v) Vv eV,

g€ L*((0,L): (g,v") = —(f,v) Yo eV,
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Stavova uloha (SP(3)) méa v klasické formulaci tvar

K danému u nalézt funkei w := w(u) tak, ze
—Elw" = g+u v (0,L),

w(0) = 0,

w(L) = 0.

(1.142)

Transformované zatizeni g, které zde vystupuje, je definované vztahem ([1.141f). Z
praktickych divodia ho budeme ur¢ovat na zakladé vztaha (7.68]) a (7.69). Odtud
plyne, ze funkci g ziskdme FeSenim okrajového problému

9" =T
{ g(g) =g(L) = 0. (1.143)

Podobné jako u alohy (P3) zbyva ovérit splnéni okrajovych podminek. Z formula-
ce stavové ulohy mame garantované podminky w(0) = w(L) = 0 zapisem v prostoru
funkci. Z defini¢niho vztahu pro u a z podminek pro multiplikator Ay
dostaneme

u(0) = u(L) = 0. (1.144)
Na zakladé toho zbyvajici podminky na okrajich intervalu (0, L) jsme schopni splnit
explicitné v pfipadé, ze mame garantovanou existenci hodnot w”(0) a w”(L). Pak v

rovnici (1.142)) na pravé strané pro x = 0, L mame dle ((1.143)) a (1.144) vyraz rovny
nule, coz znaci splnéni obou uvedenych okrajovych podminek.

MnoZinu piipustnych hodnot Fizeni definovanou pomoci (1.79) musime tedy do-
plnit o podminky (1.144)) a oznac¢ime ji UY,. ProtoZe v prostoru L?((0,L)) je obecné
nelze garantovat, definujme

U2, ={uec H'((0,L)) : Ju(z)] < C sk.vi v (0,L), u(0) = u(L) =0}, (1.145)

kde C' > 0 je dané konstanta.
Vzhledem k tomu, Ze z transformace T3 dostéavame funkcional ((7.86)), vysledna
tloha pak bude mit nasledujici tvar

Nalézt u* € U, tak, Ze
Jy (w(u'),wt) = min J; (w(u),w), (1.146)

ad

kde w := w(u) € Vj fesi stavovou ulohu (SP(3)).

Véta 1.12 Necht f € L*((0,L)) a necht plati predpoklady o koeficientech rovni-
ce uvedené v odstavcich 1.1 a 1.2. Necht existuje funkce g € L*((0,L)) vlastnosti

11.141]).
Pak tesent ilohy existuje, je jediné a funkce w* = w(u*) je FeSenim pii-
slusné variacni ulohy na prostoru V= Vy za predpokladu, Ze konstanta C v

je dostatecné velkd.

Diikaz: Existence optimalni dvojice (w*,u*) € Vj x U2, tlohy (1.146) plyne pro
jakoukoliv kladnou konstantu C' z véty [I.6] V diikazu ji budeme uvazovat tak velkou,
aby bylo mozné provést veskeré tikony s veli¢inami, které maji nalezet do U,
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Uvazujme mozné dvojice tvaru (w*+t(v—w*),u* +t(y—u*)) € Vy x U2,, pficemz
t € [—1,1] je libovolné a v € V4, y € UY, jsou prvky takové, Ze plati

—EIV" =g+y v (0,L),
v(0) =0 (1.147)
v(L) =0

Z toho, ze v bodé (w*,u*) je optimum tlohy (1.146)), plyne
Js (wu*) < J3(w' +t(v—w*),u" +tly —u)).
Prevedeme vyrazy na pravou stranu, vydélime nerovnost ¢islem ¢ > 0 a provedeme

limitu pro ¢ — 0. Tim obdrZime s ohledem na znaceni (|1.48]) a (1.49)

L
1
0 < / Eu*(y—u*)dx—i—H’N(w*,y—w*)—|—H’P(w*,y—w*):
0
|
= / Eu*(y—u*)dx—i—ﬂ(w*,y—w*)—d(w*,y—w*). (1.148)
0

Stejny postup pro ¢t < 0 a limitu pro ¢t — 0 dava opa¢nou nerovnost, takze celkem
mame

L

1

/ —u(y —u)dr + (w0 — w*) — d(w*, v —w*) =0 (1.149)
. EI

pro vSechny v,y spliujici ((1.147]).
Prvni integréal v ((1.149)) upravime pomoci substituci

u = —EIl(w")" —g, y = —FEIv —g,

které jsme ziskali z (1.142) a ((1.147)). Po tpravach a s ohledem na definici funkce ¢

v (1.141)) obdrzime

/0 % u(y —u')de = /0 (EI(w*)" + g)(v—w*)"dz =

L L
= / EI(w*)"(v—w*)"dz — / f(v —w*)dz. (1.150)
0 0
To dosadime do ([1.149)), pouzijeme oznaceni (|1.6)), (1.7) a dostaneme

a(w*, v —w*) +T(w, v —w") —dw,v—w") = (f,v—w") Vv e V.

Vzhledem k tomu, Ze Vj je podprostor prostoru H?((0,L)), lze s pouzitim definice

(1.51)) konstatovat, ze u* Tesi variac¢ni rovnici ((1.53)).

Tim je tvrzeni véty dokazéano. 0

Na zavér uvedeme podminky optimality pro tlohu optimélntho fizeni (|1.146)).
Uzitim obecnych vysledki z dodatku 1 obdrzime pro optimélni dvojici (w*,u*) €
Vi x U2, nésledujici podminky:

e(w*,v) = (g+u*,v) Vo € Vy, (1.151)
e(p*,v) = w(w*,v) —dw",v) Vv e Vy, (1.152)
(u*+ Elp*,u—u*) > 0 VYueU,. (1.153)
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Funkce p* € V, predstavuje adjungovany stav a je feSenim adjungované rovnice

(1.152). Rovnice ([1.151]) odpovida stavové tloze (SP(3)).

Nyni se vratime k pfipadu, kdy neexistuje funkce g pozadovanych vlastnosti
(1.141)) resp. (|1.143]). Potom nezbyva nez pouzit ,univerzalni“ transformaci T1 s
nasledujicimi vysledky:

L

1" 1 I
T1: Ji(w,u) = 5/ w(w — w)dx + D Ea(w')dz — 5/ Pu(w')*dz
0 0 0

(SP(1)): Nalézt funkci w := w(u) € V takovou, ze
a(w,v) = (f +u,v) YoeV,

w € Vy je fesenim (SP(1)) pro u =0

S ohledem na tvar stavové tlohy a vybér prostoru V; méame garantované splnéni
vsech ¢ty okrajovych podminek. Uloha optimélniho fizeni pak bude mit tvar:

Nalézt u* € U,q tak, ze

Ji(w(u?),u”) = min Jy (w(u),u), (1.154)
u ad

kde w(u) € Vj tesi ulohu (SP(1)).

Véta 1.13 Necht f € L*((0,L)) a necht plati piedpoklady o koeficientech rovnice
uvedené v odstavcich 1.1 a 1.2.

Pak tesent ilohy existuje, je jediné a funkce w* = w(u*) je FeSenim pii-
slusné variacni ulohy na prostoru V =V, za predpokladu, Ze konstanta C' v
je dostatecné velkd.

Diikaz: se vede analogicky jako u véty O

Podminky optimality jsou pro ulohu (1.154)) shodné s podminkami ((1.99)—(1.101])
pro tdlohu (1.91)), 1isi se pouze vybérem prostoru funkci, kterym je nyni prostor Vj.

1.4.5 Zavér odstavce 1.4

V tomto odstavci jsme pomoci Fizené varia¢ni metody (CVM) zformulovali talohy
optimalniho fizeni (1.91)), (1.110f), (1.117)), (1.125)), (1.146))a (1.154) a ukazali jejich
vztah ke klasickym a varia¢nim tlohdm ohybu nelinedrniho nosniku.

Zobecnéni uvedenych postupt uvedeme v nésledujici kapitole pro pripady s moz-
nym kontaktem ohybajiciho se nosniku s podlozim. Aproximaci téchto tloh a jejich
algoritmickym zpracovanim se budeme zabyvat v kapitole 3. Vypocitané piiklady
zatadime do kapitoly 4.
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2. Kontaktni alohy pro Gaiv nosnik

Nyni pfejdeme ke studiu kontaktu u nosniki. Pfestoze zde existuje fada stycnych
bodi, v zésadé lze hovorit jen o zna¢né podobnosti a nikoliv o néjaké redukci kon-
taktnich uloh pruznosti do 1D.

2.1 Kontakt nosniku s prekazkou

Kvtli snadnéjsimu zapisu se v nasledujicich avahach zamérime na klasicky Euler—
Bernoulliho nosnik. Zobecnéni pro nelinearni Gativ model je trivialni.

2.1.1 Klasicka formulace tloh pro standardni nosnik

Vyjdeme z nejjednodussi mozné kontaktni tlohy, kdy nosnik spociva na pruzném
podlozi a nepusobi axialni sila, viz obr. 2.1} Takovou situaci mizeme nalézt v fadé
publikaci (viz napf. [7], [41]) popsanou nasledujici rovnici

(EIw")" 4+ krpw = q v (0,L), (2.1)

pricemz krp > 0 je koeficient charakterizujici podlozi a zbyvajici znaceni je stejné
jako v kapitole 1.
Ve skutecnosti tato rovnice obsahuje dva implicitni predpoklady:

1. ¢len kpw odpovida tzv. Winklerovu modelu podloZi,

2. podlozi je pevné spojeno s nosnikem (jako je tomu napt. u zelezni¢nich koleji).
Winklerav model je jednoparametricky, parametrem je soucinitel kp. Situaci lze
interpretovat jako systém stejnych pruzin pusobicich v kazdém bodé podlozi (viz
obr. [2.1). Samotny soucinitel podlozi kr je u nosnikii dan vztahem, viz napt. [14],

kp = bk, (2.2)

v Yoy

modul poddajnosti (nebo tuhosti) podlozi, udava se v. N/m? a odpovida poddajnosti
zminéného systému pruzin.

Obrazek 2.1: Schema nosniku na pruzném podlozi

V piipadé, kdy je nosnik s podlozim spojeny, hovoirime (v souladu s [I5] nebo
[43]) o tzv. bilaterdlnim podlozi. Pokud nosnik na podlozi pouze volné spocivé a nelze
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tedy uvazovat o pevném spojeni, musime rovnici (2.1) modifikovat, a to specidlné
jeji druhy ¢élen. V takovém pripadé pak hovotime o unilaterdlnim podloZi.
K jeho popisu pouzijeme rozklad funkce w na kladnou a zapornou ¢ést ve tvaru

w(z) = wh(z) —w (z), (2.3)
pricemz
wh(r) = max{0,w(z)} > 0, w (z) = max{0, —w(x)} > 0. (2.4)

Nyni je ziejmé, Ze pokud v n&kterém bodé z € (0,L) je w(z) = w(x) > 0,
nedochézi zde ke kontaktu nosniku s podlozim a v disledku toho je v rovnici ([2.1)

druhy ¢len nulovy. Pokud naopak w(z) = —w™(z) < 0, nosnik se do podlozi zabofil.
Uzitim vztaha (2.3)), (2.4) a w™(z) = (—w(z))" prejde rovnice (2.1]) na tvar
(EIw")" — kp(—w)" =q v (0,L). (2.5)

Takovyto problém byl analyzovan v [23] a [25]. Stejnou problematikou, avsak pro
pfipad nelinearniho Gaova nosniku, se zabyvaly prace [24] a [10].

S ohledem na to, Ze ¢len kp(—w)" ma fyzikalni rozmér zatiZeni, muZzeme namisto
rovnice ([2.5) uvazovat rovnici

(BIw")" = ¢+ T(w) v (0,L), (2.6)

kde
T(w) = kp(—w)" v (0,L) (2.7)

je reakce podlozi (podle tfetiho Newtonova zakona), ktera zde ma vyznam kontaktni
sily, jez zavisi na neznamém pruhybu w.

Tato tvaha definuje tzv. podminku normdlové poddajnosti, o niz se jesté bude
podrobnéji hovorit v odstavei 2.1.2.

V dalsim budeme uvazovat situaci, kdy mezi nosnikem a podlozim existuje me-
zera. Nosnik doplnime bez Gjmy na obecnosti o okrajové podminky (P2). Mezeru
obecné popiseme pomoci funkce g(z) < 0, ale z divodu jednoduchosti se zde ome-
zime na piipad konstantni hodnoty g < 0, viz obr. 2.2

g /\
===|===|===|== ===
k

F

Obrazek 2.2: Nosnik nad pruznym podlozim

Opét uvazujme elastické Winklerovo podlozi s koeficientem k. Analogicky jako
vyse muzeme nyni urc¢it velikost reakce podlozi vztahem

T(w) = kp(g—w)" v (0,L) (2.8)
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a toto vyjadreni opét interpretujeme jako podminku normdlové poddajnosti. Klasic-
kou formulaci kontaktni tlohy s podminkami (P2) pak lze zapsat nasledovné:

Nalézt funkci w tak, ze

(ETw")" = ¢+ T(w) v (0,L),
w(0) = w'(0) = 0,

w(L) = w"(L) = 0,

kde T'(w) je ur¢eno dle ([2.8]).

Poznamka 2.1 Je evidentni, ze problém s mezerou g < 0 je zobecnénim tvodniho
problému, kdy nosnik lezi na podlozi a kdy je g = 0.

Poznamka 2.2 Okrajovou podminku

budeme povazovat za splnénou bez ohledu na tvar zatizeni q. Pokud by vyslednice
sil v bodé x = L nebyla zdporné, pak prosté podepieni nosniku zaménime v tomto
misté za kloubové uchyceni.

Poznamka 2.3 V predchozich tivahach jsme se zabyvali pifipadem, kdy je podlozi
deformovatelné. Jina situace nastane, pokud méame dokonale tuhé podlozi, nebot v
rovnici pak nelze a priori stanovit hodnotu sily T'(w). Je vSak zfejmé, Ze mohou
nastat pouze nasledujici dva pripady.

1. Je-li w(z) =g pro dané z € (0,L), pak nastal kontakt a na zakladé tfetiho
Newtonova zakona vznika kontaktni sila 7'(w(z)) > 0.

2. Je-li w(x) > g pro dané z € (0,L), pak ke kontaktu nosniku s podlozim
nedoslo a tudiz T'(w(x)) = 0.

Celkem muzeme z téchto ivah uc¢init zaveér, ze v uvazovaném pripadé plati nésledujici
podminky

w>g Tw) >0 ((w—-gTw) =0 v (0,L). (2.10)

Ty jsou v literature dobtfe znamé jako Signoriniho podminky a v této praci se k nim
vratime v nasledujicim odstavei. Podminky (2.10)) musi pochopitelné byt soucasti
matematické formulace problému s dokonale tuhym podlozim (viz napt. [15], [16]).

2.1.2 Kontaktni podminky

Standardni okrajové podminky tlohy pruznosti pfedepisuji na vymezené ¢asti hra-
nice télesa budto hodnotu posunuti nebo pusobici vnéjsi silu. Zcela jina situace
nastava v pripadé kontaktnich tloh, jelikoz na zoéné kontaktu nezname zadnou z
téchto veli¢in a dokonce ¢asto neni presné znama ani samotna kontaktni zona, tj. ta
¢ast hranice, kde dojde ke kontaktu.
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V kontaktnich tlohach pro nosnik je situace velmi podobné, ale nikoliv iden-
ticka, protoze matematicky model nosniku neptedstavuje redukei néjaké realné 3D
struktury, ale ,,uméle” vytvoreny 1D objekt, ktery zbyvajici dva rozmeéry - za jistych
zjednodusujicich predpokladi - implicitné obsahuje.

V dalsim textu stru¢né popiseme kontaktni podminky teorie pruznosti a porov-
name je s kontaktnimi podminkami v tlohéch o nosniku.

1. Podminky nepronikdni nebo Signorintho podminky.
Nejznaméjsi kontaktni podminky popisujici nepronikéni ve formé komplemen-
tarity mezi normadlovou sloZkou posunuti u, a kontakini silou T),:

u, <0, T, <0, T,u, =0. (2.11)

V pripadé mezery zadané pomoci funkce g > 0 pak maji podminky obecnéjsi
tvar:
u, —g <0, T, <0, T,(u,—g) =0. (2.12)

[ kdyz vztahy (2.10) a (2.12)) vypadaji az na znaménko zcela analogicky, ve

skutecnosti jsou fyzikalné odlisné. V Signoriniho podminkéach dlohy pruznos-
ti (2.12)) vystupuje normalova slozka vektoru napéti, ktera je definovand na
povrchu uvazovaného télesa. Ve vztazich mame reaktivni silu podlozi
T'(w), presnéji jeji vertikalni slozku.

2. Podminky normdlové poddajnosti (normal compliance conditions).
Tyto podminky jsou vhodné v piipadé, Zze prekazka neni dokonale tuhéa. Nor-
malova slozka reakce prekazky pak zavisi na velikosti proniknuti, coz lze obecné
zapsat takto:

—Tn = pn(u, — g), (2.13)

kde p,(.) je néjaka zadané funkce s vlastnostmi

a) pa(z) > 0 Vz, (2.14)
b) pu(z) = 0  Vz<N0. (2.15)

Tato funkce se nazyva funkce normdlové poddajnosti.

Pomérné ¢astou volbou pro funkci p,, je
pa(2) = kp2™, (2.16)

kde kr je koeficient charakterizujici poddajnost prekazky a funkce 2" je defi-
novana vztahem z* = max{0, z}.

Pro tlohy kontaktu nosniku s deformovatelnym podlozim je vztah pfiro-
zenou volbou a vede pfimo ke vztahtim a . 7 analogickych duvodi,
jako tomu bylo u Signoriniho podminek, v§ak musime uvazovat argument s
opacnym znaménkem, tj. g — u,.

Poznamka 2.4 Poprvé se tyto podminky objevily v ¢lanku [39], samotny
nazev pouzivajici pojem normdlovd poddajnost byl poprvé pouzit v [17]|. Po-
drobné&jsi vyklad lze nalézt v monografiich [43] a [44].

42



Poznamka 2.5 Uvazujeme-li kontakt pruzného télesa s podlozkou, lze na Signo-
riniho kontaktni podminky nahlizet jako na specialni pfipad podminek norméloveé
poddajnosti, kdy podlozka je dokonale tuha. Formalné pak miizeme odvodit Signo-
riniho podminky z podminek normalové poddajnosti tak, zZe provedeme limitu pro
kp — oo (viz [43]).

2.1.3 Varia¢ni formulace tloh pro standardni nosnik

v

Po klasické formulaci prejdeme k variacni, ktera je vhodnéjsi i z vypocetniho hledis-
ka, pficemz budeme uvazovat bez Gjmy na obecnosti i nadale dlohu ([2.9), viz obr.
2.2] Dobie znamou skutecnosti je, ze kontaktni ulohy mohou byt formulovany ve
tvaru variaénich nerovnic (viz napt. [I5], [16]). Uloha s deformovatelnym pruznym
podlozim ale bude mit jinou podobu.

Nejprve definujme prostor testovacich funkei, jimz s ohledem na zadané okrajové
podminky bude prostor V' = V5. Rovnici vynasobime skalarné testovacimi
funkcemi v € V5 a pti pouziti Greenovy formule v 1D a znaceni , obdrzime

a(w,v) + (=T(w),v) = (q,v)  Yv € Vs, (2.17)
Rovnici (2.17)) lze pfepsat pomoci vztahu pro kontaktni silu (2.8)). Zavedeme-li neli-

nearni formu na V5 x V5 pfedpisem

L
ke(w,v) :/ kr (g —w)tvde, (2.18)
0
obdrzime tlohu

{ Nalézt funkci w € V5 tak, ze (2.19)

a(w,v) — kp(w,v) = (g,v) Vv e Vs,

Pro deformovatelné podlozi jsme tedy dostali variacni rovnici namisto nerovnice.
Vzhledem k druhému ¢lenu v (2.19) se jednéa o nelinearni problém.

Dale sestavime funkcional celkové potenciélni energie pro tlohu (2.19)). Definujme
energii reaktivnich sil podlozi vztahem

1

(o) = 5 /0 k(g — v)*)da. (2.20)

Celkovou energii pak dostaneme jako soucet energie nosniku a (2.20))

HET<’U) = HEB(U)+HEF(U) =
1

L 1 L L
- —/ EI(v")?*dx + / kr (g — v)")’de — / qudx  (2.21)
2 Jo 2 Jo 0

a muzeme zformulovat tilohu minimalizace

Nalézt w € V; tak, ze
(2.22)

HET<UJ) = ireu‘g HET(U).
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Tato tloha je konvexni a diferencovatelna v Gateauxové smyslu na kazdém z
prostoru Vi, ..., V,. Konvexita plyne z toho, Ze uvazovany funkcional je dle
souc¢tem dvou funkcionalt, z nichz Ilgp je ryze konvexni s ohledem na .

Pokud jde o druhy z nich, plati nésledujici tvrzeni:

Lemma 2.1 Pro libovolné kr > 0 je funkciondl llgp konvexni na V', kde za V lze
volit libovolny z prostoru Vi, 1 =1,2,3,4.

Dikaz: 7 (2.20)) plyne, ze
Myp(w,v) = —rg(w,v) Vw,v e V. (2.23)
Odsud pak dostavame s ohledem na (2.18)) pro libovolné w,v € V

M (0) ~ Tge(w) ~ (w0~ w) = ¢ / (g — v)*) da—

1

_ 5/0 kr((g — w)+)2dl‘ + /0 kr(g —w)t (v —w)dz. (2.24)

Nyni upravime posledni ¢len v (2.24)) na tvar
v-w = (g-w) - (g-0)
a s pouzitim nésledujicich vztahi (u a z jsou vhodné funkce)
2, (2.25)
L L
/ uztdr < / utztdr V2, (2.26)
0 0

wut = (u

z (2.24) obdrzime

5 [ kets =0 [l - wr = [ hels - ) (e - v >
> %/L ke((g—v)t = (g—w)*)’dz > 0. (2.27)
0
Tim jsme dokazali, ze plati
pr(v) > Hgp(w) 4+ Mpp(w, v —w) Yw,v eV, (2.28)
coz je znama podminka konvexity pro funkcionély (viz napt. [6], [27]). O

Funkcional Ilgr je konvexni, avSak neni koercivni. Uvazujeme-li totiz posloup-
nost funkei {v,} takovou, ze |lv,|| — +o0 a v, > g pro dostatecné velka n,
dostaneme

anHV2 — +00 = HEF(Un) — 0.

Vzhledem k tomu, ze IIgr > 0, vSak tento ¢len koercivitu celkové potencialni energie
IIgr nenarusi.

Z (2.23) plyne ihned ekvivalence tlohy (2.22)) a predchézejici formulace (2.19)).

vz m mu, 7 7e jsm ud pracovali prevazné r rem V5 v
A vzhledem k tomu, Ze to, Ze jsme dosud pracovali prevazné s prostorem V5, bylo
principu nepodstatné, mizeme zformulovat néasledujici obecnou vétu.
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Véta 2.1 Za vyse uvedengch predpokladii Feseni ilohy

Mpr(w) = min Tpr(v), (2.29)

{ Nalézt w € 'V tak, Ze
existuje pro vsechny typy okrajovych podminek (P1)—(P4), je jediné a lze ho charak-
terizovat jako funkci w z prislusného prostoru testovacich funkci V' splnugici variacni
TOUNICI

{ Nalézt funkci w € V tak, Ze (2.30)

a(w,v) — kp(w,v) = (gq,v) Vv eV.

Poznamka 2.6 Pro pripad dokonale tuhého podlozi definujeme mnozinu piipust-
nych prihybt

K={veV,: v>g v (0,L)} (2.31)
a rovnici (2.6) vynasobime skalarné funkcemi v — w. Pomoci Greenovy formule

obdrzime
a(w,v —w) = (¢,v —w) + (T(w),v —w) Vo e K. (2.32)

Z a dale plyne
Tw)(v—w) = T(w)(v—g) +T(w)(g—w) = T(w)(v—g) > 0 Yve K. (2.33)

Tudiz kontaktni alohu tvaru (2.9), doplnénou o Signoriniho podminky (2.10)), 1ze
nyni zformulovat na zakladé predchozich vysledki jako varia¢ni nerovnici

{ Nalézt funkci w € K tak, Ze (2.34)

a(w,v —w) > (¢,v —w) Vv e K.

Nerovnici ([2.34]) 1ze navic ekvivalentné zapsat jako minimaliza¢ni problém

Nalézt w € K tak, ze
(2.35)

HEB(U)) = ifél}(l HE'B(U>-

Na zakladé teorie konvexni optimalizace (viz napf. [5] nebo [13]), mizeme s ohledem
na vysledky odstavce 1.1 a to, ze K je konvexni mnozina, vyslovit nasledujici tvrzeni.

Véta 2.2 Uloha md za dangch predpokladi prdavé jediné Tesent, a to pro
vSechny typy okrajovijch podminek (P1)-(Pj4).

2.1.4 Formulace kontaktnich dloh pro Gativ nosnik

Predchozi uvahy rozsifime na nelinearni Gaiv nosnik, pricemz pro urcitost pone-
chame v platnosti stejné okrajové podminky jako v tloze (2.9). Pripomenme, Ze
zatizeni f Gaova nosniku souvisi se zatizenim ¢ Euler-Bernoulliho nosniku vzta-
hem f(z) = (1 — v?)q(x). Pfejdeme ihned k obecn&jsi tloze s mezerou g < 0 mezi
nosnikem a podlozim a s axidlni silou P piisobici na pravém konci nosniku.

Je evidentni, Ze tvahy z predchézejicich odstavei, které se tykaly kontaktu nos-
niku s podlozim, zistavaji v platnosti. V disledku toho pak klasicka formulace pro
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kontakt Gaova nosniku s okrajovymi podminkami (P2) a deformovatelného podlozi
ma tvar

Nalézt funkci w tak, ze
EIw"™ — Ea(w)?*w” + Puw”" = f+ cp(g—w)*™ v (0,L),

w(0) = w/(0) =0, (236)
w(L) = w"(L) = 0,
pri¢emz jsme polozili
Cp = (1 — 1/2)]{3}7" (237)

Varia¢ni formulaci pro tyto tilohy ziskame zcela analogicky jako tomu bylo Euler—
Bernoulliho nosniku. Pti prfechodu od Euler-Bernoulliho nosniku ke Gaové nosniku
nesmime ovSem zapomenout, ze budeme pouzivat formalné symbol f misto ¢ a
obdobné ¢y namisto kp.

Definujme funkcional celkové potencidlni energie. Za tim tic¢elem musime zavést

analogicky k (2.20) funkcional

1 [t
Mr(v) = 5 / er((g — v)*)da (2.38)
0
a nelinearni formu
L
k(w,v) = / cr(g—w)tvda, w,v € Va. (2.39)
0

Funkcional I1x je konvexni na V5, nebot sta¢i zaménit cp a kr a pouzit lemma [2.1]

Funkcional celkové potencialni energie pro tlohu s deformovatelnym podlozim
pak ma tvar

HT(’U) = HG'(U) + HF(U) = Ho(U) + HN<U) + HP(U) + HF(U) =
1 1
= 3 b(v,v) + 1 m(v,v) + p(v) — (f,v). (2.40)
Za vyse uvedenych predpokladii a pokud axialni sila P < P (kde P je dano vztahem
(11.64)), je tento funkcional souc¢tem ryze konvexniho funkcionélu Il (podle véty
a konvexniho funkcionalu IIx (podle lemmatu a je proto ryze konvexni.
Ma tedy smysl zformulovat na prostoru V' = V5 minimaliza¢ni problém ve tvaru

Nalézt w € V tak, ze
IIr(w) = mi‘rfl Ir(v). (241)
ve

Ten je s ohledem na zminénou konvexitu ekvivalentni s nasledujici nelinearni varia¢ni
rovnici

b(w,v) + m(w,v) — k(w,v) = (f,v) YveV, (2.42)

kde V = V5. Pfitom jsme pouzili oznaceni ((1.51)), (1.49)) a (2.39).

{ Nalézt funkci w € V tak, Ze

Poznamenejme, Ze vybér prostoru V = V5, nebyl v predchozich tvahach pod-
statny. Lze proto pro kazdé V =V, i = 1,2,3,4, zformulovat analogii vét [I.2] az
[I.4] nyni pro funkcional IIr.
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Véta 2.3 Za vyse uvedenyjch predpokladi je funkciondl Iy pro libovolné axidlni
zatiZeni neprevysujici mezni silu P konvexni na V', pricemZ pro P < P je ryze
konvexnd.

Podle véty [I.3] je funkcional I koercivni na V. Vzhledem k tomu, Ze pro Ip
plati stejné zavéry, jako pro funkcional Ilgp z odst. 2.1.3, dostavame néasledujici
tvrzeni.

Véta 2.4 Za vyse uvedenijch predpokladi je funkciondl Ily pro libovolné axidlni
zatizent koercivni na V.

Jako dusledek dvou predchézejicich vét obdrzime tvrzeni o existenci a jednoznac-
nosti reSeni.

Véta 2.5 Necht jsou splnény vsechny vjse wvedené predpoklady a necht P < P.
Potom md iloha pro vSechny okrajové problémy (P1)-(P4) prdvé jedno fesent,
stejné jako tloha .

Poznamka 2.7 Tvrzeni vét a byla zalozena na predpokladu, Ze axialni sila
nepievysi mezni hodnotu P danou pomoci . V pripadé kontaktni tlohy bychom
vsak méli tuto hodnotu opravit o vliv podlozi. P¥ipad pevného spojeni celého nosniku
s podlozim popisuje rovnice (viz (2.1)))

EIw" — Ea(w')*w” + Puw” + cpw = f v (0,L). (2.43)
Hodnotu mezni sily pak musime upravit na tvar
L L
R EI (v" 2d 2d
P = min @2 74 o ervidr (2.44)
vev Jo p ()2 de

pricemz zde nepijde, podobné jako v kapitole 1, o skutecnou kritickou resp. mezni
silu, nebot nedokazeme do vzorce zakomponovat nelinearni ¢len.
V obecném piipadé bude v (2.44)) vystupovat integral

/ er(g — v)*da,

Yc

kde vo C [0,L] predstavuje kontaktni zonu, kterou ovSem predem neznéme.
Mezni sila pro kontaktni problém se proto bude nachazet v intervalu [P, ]3]

a bude predstavovat dolni odhad pro skutecnou kritickou silu. Tu nelze analyticky

odvodit, nebot nezname predem ani rozsah kontaktni zony ani feSeni tlohy.

Poznamka 2.8 Klasicka formulace pro kontakt Gaova nosniku s okrajovymi pod-
minkami (P2) a dokonale tuhého podlozi je nasledujici

Nalézt funkci w tak, ze
EIw" — Ea(w')?*w” + Puw” = f+ (1—v*)T(w) v (0,L),

w(0) = w'(0) = 0, (2.45)
w(lL) = w"(L) = 0,
w>g Tw) >0 (w—gT(w) =0 v (0,L).



Analogicky s (12.35]) dokaZzeme pro tento pfipad zformulovat i varia¢ni problém

Hg(w) = {}Iéllr(l g (v), (2.46)

{ Nalézt w € K tak, ze
kde K je urceno stejné jako v odstavci 2.1.3. Ekvivalentné lze pak takovou tlohu
vyjadrit néasledujici nerovnici

{ Nalézt funkci w € K tak, Ze

b(w,v —w) + 7(w,v—w) > (f,v—w) Vo € K. (2.47)

V obecném piipadé se jedna o tzv. hemivariacni nerovnici, pricemz termin hemi-
variacni vyjadiuje v souladu s [33] skutecnost, ze vychozi funkcional potencialni
energie I1s je obecné nekonvexni.

Pokud vsak prijmeme v poznamce 2.7 uvedeny predpoklad ohledné velikosti axiélni
sily P, lze povazovat funkcional Il s ohledem na odstavec 1.2 za ryze konvexni a
koercivni. To pak znaci, Ze vySe uvedené kontaktni tilohy maji feseni, které je navic
urc¢eno jednoznacné.

2.2 Kontaktni tilohy pro Gativ nosnik a deformova-
telné podlozi pomoci CVM

Podobné jako v odstavci 1.4 zde postupné probereme Ctyii okrajové tlohy uvede-
né v 1.1 a u kazdé nové zformulujeme ulohu kontaktu Gaova nosniku (zatizeného
vertikalné i axialné) s podlozim.

Postup bude forméalné shodny s tim, ktery byl predveden v odstavci 1.4, pro-
toze kontaktni ¢len, ktery zde bude oproti loham o ohybu navic, neovlivni piilis
vyznamné formulovani kontaktnich tloh. To se projevi az pfi feseni téchto tloh na
pocitaci.

Vsechny kontaktni ulohy budeme uvazovat ve varianté s deformovatelnym pod-
loZim: tj. pro funkcional Il na prostoru V;, i = 1,2, 3,4, uvazujeme tlohu stejného
typu, jako je (2.41)):

Nalézt w € V; tak, ze

7y (w) = min Ir(v), (2.48)
veV;
k niz Ize prirozené priradit varia¢ni rovnici
Nalézt funkci w € V; tak, ze (2.49)
b(w,v) +m(w,v) — k(w,v) = (f,v) Vo e V. '

Transformovany funkcionél definovany pomoci dodatku 3 oznac¢ime jk, kde k =
1,2,3, je ¢islo transformace, takze uloze (2.48)) prifadime tlohu optimélntho Fizeni
tvaru

Nalézt u* € U,y tak, ze

T (w(er),ut) = min Ty (w(u), u), (2.50)
uEUad

kde w(u) € V; fesi ulohu (SP(k)).
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Pro indexy i a k z této formulace plati poznamka z predchozi kapitoly 1.

Pokud jde o ftesitelnost dlohy (2.50), lze analogicky jako u véty dokazat
platnost nésledujiciho tvrzeni.

Véta 2.6 Necht k € {1,2,3} ai € {1,2,3,4} jsou cisla zvolend ve smyslu pozndmky
1.10. Uloha optimdlniho ¥izent md za predpokladu P < P prdvé jedno Tesend.

Cilem analyz provadénych v nasledujicim textu bude ukazat, Ze feSenim tuloh

(2.50) ziskdme rovnéz feseni odpovidajicich tloh (2.48]).

Ulohy s dokonale tuhgm podloZim zde nebudeme - s ohledem na rozsah préce -
analyzovat. Problematika je vSak fesitelna pomoci postupi metody CVM. Pripad s
linedrnim Euler-Bernoulliho nosnikem a okrajovymi podminkami (P3) je zpracovan
v ¢lancich [45] a [3], pro nelinearni Gatv nosnik s okrajovymi podminkami (P2) v
¢lanku [29].

Pripomenme, Ze vSechny nasledujici avahy se budou tykat ryze konvexniho pri-
padu, kdy méme axialni silu P < P.

2.2.1 Problém (P1) s oboustrannym vetknutim
V tomto odstavci budeme uvazovat nésledujici zadani:

(i) okrajové podminky tvaru: W W
4 f
w(0) = w'(0) =0,

w(L) =w'(L) =0. e — _g_" »>X

Obrazek 2.3: Oboustranné vetknuty nosnik
(ii) prostor testovacich funket:

V =V, = {ve H*(0,L)): v(0) ='(0) =0, v(L) = /(L) = 0}.

Pomoci stejnych argumentt jako u problému ohybu nosniku s okrajovymi pod-
minkami (P1) v odstavci 1.4.1 dojdeme k pouziti transformace T1, v niz polozime

o IV = ‘/17
e 7 ={ze€ H((0,L)): 2(0) = 2(L) = 0}.
Vysledky odstavce 7.1 mizeme piehledné zapsat takto:

1" _ I I
T1: Ji(w,u) = 5/ u(w — w)dx + E Ea(w')*dz — 5/ Pu(w')?dx
0 0 0

Ji(w,u) = Jy(w,u) + %/0 cr((g —w)h)de

(SP(1)): Nalézt funkei w :=w(u) € V; takovou, ze
a(w,v) = (f +u,v) YoeW

w € Vy je fesenim (SP(1)) pro u =0
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Funkce @ je tedy fesenim tlohy (1.90). Mnozinu U,y piipustnych hodnot fizeni
u definujme vztahem (|1.79)).

Pro tlohu optimélniho fizeni pouzijeme transformovany funkcional jl Vysledna
tloha optimélniho rizeni bude pak nasledujici

Nalézt u* € U,y tak, ze
T (w(),w) = min Ji (w(u),u), (2.51)
u€Uyq

kde w(u) € V; fesi ulohu (SP(1)).

O vztahu mezi touto tlohou optimélniho fizeni a kontaktni tlohou pro Gauv
nosnik (2.41)) s okrajovymi podminkami (P1) vypovida nasledujici véta.

Véta 2.7 Necht u* resi ilohu . Potom funkce w* := w(u*) je FeSenim pii-
slusné variacni ilohy na prostoru Vi za predpokladu, Ze konstanta C v

je dostatecné velkd.

Diikaz: se vede stejné jako v piipadé véty [I.7 Ke zménam dochéazi pouze na nasle-
dujicich mistech:

(i) V nerovnosti (1.96)), ktera mé nyni tvar

% (", 0" — @) + Ty () + p(w?) + Mp(w®) <
< 2w — @) + Ty(w) + Tp(w) + Tew) ¥(w,u) € Vi x Vg, (252)

(ii) V nerovnosti (1.97)), ktera nyni bude

Oy (w*) 4+ p(w*) + Mp(w*) < %(z —u,w*) + %(u*, y—w*) —
t 2
—E(z—u*,w)—l—i(z—u*,y—w*)—l—
+ Iy (w* + t(y — w")) + Hp(w" + t(y — w)) +
+1p(w* —t(y — w")). (2.53)

(iii) Nerovnost ((1.98) upravime na tvar

1 1 1 -
0 < §(z—u*,w*)+§(u*,y—w*)—§(z—u*,w)+H’N(w*,y—w*)+
+p(w*,y —w*) + Mp(w", y —w*) =
= a(w*7y - w*) - (fvy - w*> +7T<w*7y - U}*) - d(w*vy - w*) -
— k(w*,y —w"). (2.54)

(iv) Vzhledem k definici (1.51)) bilinearni formy b(.,.) jako vysledek obdrzime
varia¢ni rovnici (2.42), ktera je ekvivalentni s minimaliza¢nim problémem ([2.41)). O

Nakonec doplnime podminky optimality pro tlohu optimélniho fizeni (2.51)).
Aplikovanim obecnych vysledkt z dodatku 1 obdrzime néasledujici podminky pro
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optimalni dvojici (w*,u*) € Vi X Uyg:

a(w*,v) = (f+u*,v) Vo e V7, (2.55)
1
a(p*,v) = 5 (u*,v) + m(w*,v) — d(w*,v) — K(w*,v) Yo € V,(2.56)
(W —w+2p 5 u—u*) > 0  Vu€ Uy (2.57)

Pripomenme, Ze funkce p* € Vi predstavuje adjungovany stav a je feSenim adjun-

gované rovnice (2.56)). Rovnice (2.55)) odpovida stavové tloze (SP(1)).

2.2.2 Problém (P2) s vetknutim na jednom a podepfenim na
druhém konci

V tomto odstavci budeme uvazovat nésledujici zadani:

(i) okrajové podminky tvaru: N
A f
w(0) = w'(0) =0, W

w(L) = w’(L) = 0. . —————— Je >x

g cr

Obrazek 2.4: Nosnik s vetknutim a podepfenim
(ii) prostor testovacich funket:

V =V, = {ve H*(0,L)) : v(0) = v'(0) =0, v(L) = 0}.

Zde je situace velmi podobnd, jako v predchazejici uloze (P1). PouZijeme zde
opét transformaci T1, v niz poloZime

oV = ‘/27
e 7 ={ze€ H((0,L)) : 2(0) =0}.

Dle odstavce 7.1 pak obdrzime nésledujici vysledky

1" _ 1 [t 1"
T1: Ji(w,u) = 5/ w(w — w)dx + 3 Ea(w')*dz — 5/ Pu(w')?dx
0 0 0

Ji(w,u) = Jy(w,u) + %/0 cr((g —w)t)de

(SP(1)): Nalézt funkei w := w(u) € Vo takovou, ze
a(w,v) = (f +u,v) Vo eV,

w € Vy je fesenim (SP(1)) pro u =0

Pfitom funkce w je feSenim tlohy ((1.90). Mnozinu U,4 definujme stejné jako vyse
vztahem (|1.79)).
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_ Abychom mohli zformulovat tlohu optiméalntho Fizeni, opét pouZijeme funkcionél
J1. Vysledna tloha bude pak nésledujici

Nalézt u* € U,q tak, ze

Jl (U}(U*>, U’*) = min Jl (U)(’U,), U’) ) (258)
u€Uyq

kde w(u) € Va fesi ulohu (SP(1)).

Formélné se tedy lisi od tulohy ([2.51]) jen volbou prostoru funkei.

Analogicky k vété se dokaze tvrzeni o vztahu tlohy (2.58) a ulohy ([2.41)) o
kontaktu Gaova nosniku s deformovatelnym podlozim pro pripad okrajovych pod-

minek (P2).

Véta 2.8 Necht u* esi ilohu (2.58). Potom funkce w* := w(u*) je reSenim pii-
slusné variacni ulohy na prostoru Vy za predpokladu, Ze konstanta C v
je dostatecné velkd.

Jesté si uvedeme podminky optimality pro tlohu optimalniho fizeni . Z
obecnych vysledku z dodatku 1 obdrzime pro optimalni dvojici (w*,u*) € Vo X U,y
podminky, které jsou formalné shodné s podminkami optimality pro tlohu ,
lisi se ovSem vybérem prostoru funkci, kterym zde je Vs:

a(w*,v) = (f+u",v) Vo € Vs, (2.59)
1
a(p*,v) = 5 (u*,v) + m(w*,v) — d(w*,v) — K(w*,v) Yo € V3,(2.60)
(W' —w+2p"u—u") > 0  YVu€ U (2.61)

Také zde funkce p* € V, predstavuje adjungovany stav a je FeSenim adjungované

rovnice (2.60)). Rovnice (2.59) odpovida stavové aloze (SP(1)).

2.2.3 Problém (P3) s volnym koncem

V tomto odstavci budeme uvazovat nasledujici zadéani:

(i) okrajové podminky tvaru: "
A f
w(0) =w'(0) =0, W

w//(L) — 07 % _________________________________ _|<i >X
1 CF

Elw"(L) = 3 Ba(w'(L))’+ I

+Ppw'(L) = 0. Obréazek 2.5: Nosnik s volnym koncem

(ii) prostor testovacich funkei:
V = V3 = {ve H*(0,L)) : v(0) =2'(0) =0}.

Zde plati stejna argumentace jako v odstavci 1.4.3. Pokud existuje funkce g trans-
formovaného zatizeni, jez je definované vztahem ((1.118]), 1ze pouzit transformaci T2,
v niz polozime
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o V=1,
e 7 ={ze€ H((0,L)): 2(0) =0}.

Podle odstavce 7.3 pak dostavame

1 [ ~ 1 (- 1 [t
T2: Jo(w,u) = —/ u(w' —w)dz + — | Ea(w)'ds — —/ Pu(w')*dx
2 ), 12 J, 2 J,
~ 1 [t L2
Jo(w,u) = Jo(w,u) + 3 cr((g—w)") de
0
(SP(2)): Nalézt funkeci z := z(u) € Z takovou, ze

e(z,v) = (9 +u,v) YveZ
Nalézt funkci w € V3 takovou, zZe
w =z
w(0) =0
g€ L*((0,L)): (9,v') = (fiv) Vvels

w € V3 je fesenim (SP(2)) pro u =0

Mnozinu U,y definujme opét vztahem ([1.79)).

Pro tlohu optimalniho fizeni pouzijeme funkcionél J,. Vysledna tiloha optimél-
niho fizeni pak ma nésledujici tvar

Nalézt u* € U,y tak, ze
T (w(u'),u) = min J (w(u), ), (2.62)
u€Uqq

kde w(u) € V3 tesi ulohu (SP(2)).

Véta 2.9 Necht existuje funkce g € L*((0,L)) vlastnosti a necht u* Fesi
dlohu (2.69). Potom funkce w* :=w(u*) je resenim prislusné variacni ilohy
na prostoru V3 za predpokladu, Ze konstanta C' v je dostatecné velkd.

Diikaz: se vede v principu stejné jako u predchézejicich vét a2.7 O

Zbyva jesté doplnit podminky optimality pro ulohu (2.62). Uvazujme tedy op-
timalni trojici (w*, z*,u*) € V3 X Z x U,q a pomoci obecnych vztahi z dodatku 1
obdrzime nésledujici podminky:

e(z" ) = (g+u',p) VeeZ, (2.63)

1
a(p*,v) = 5 (u*,v) + m(w*,v) — d(w*,v) — k(w*,v) Yv € Vi, (2.64)
*—Z+2p%u—u*) > 0  Vu€ Uy (2.65)

Funkce z* € Z je YeSenim rovnice (2.63)), ktera odpovida stavové tdloze (SP(2)), a
Z je TeSenim (7.54). Piitom mezi optimalnimi hodnotami w* € V3 a z* € Z plati
vztah

(w*) =z, w*(0)=0. (2.66)



Funkce p* € Z je feSenim rovnice ([2.64)), ktera je s ohledem na ¢len x(.,.) adjungo-
vana k (2.63) pravé prostfednictvim vztahu (2.66)), nebot tento ¢len nelze vyjadrit
pomoci proménné z.

Nakonec se vratime k piipadu, kdy neexistuje funkce g pozadovanych vlastnosti
(1.118]) resp. (1.122)). Potom ovSem lze pouzit transformaci T1. Vysledky jsou dle
odstavce 7.1 nésledujici:

L

1" 1 .
T1: Ji(w,u) = 5/ w(w — w)dx + D Ea(w')'dr — —/ Pu(w')*dz
0 0 0

Ja(w, u) = Jy(w,u) + %/0 cr((g — w)")’da

(SP(1)*): Nalézt funkei w := w(u) € V3 takovou, ze
a(w,v) = (f+u,v) = AL)v(L) Yvels

1
A= gEa(w’)‘Q’ — Puw/

w € V3 je fesenim (SP(1)*) pro u=0a A(L) =0

Ze stejnych divodi, jako tomu bylo v odstavci 1.4.3., zavedeme rozsitenou ridici
proménnou 4 = {u,r} € Uyg X R a pomocnou stavovou tlohu (SP(1)+).
Uloha optimalniho fizeni bude mit tvar:

(Nalézt 0* = {u*,r*} € Uq x R tak, ze

Ji(w(@), @) = _min Jy (w(@), 9
za podminky 1° = 5 Ea((w(@*)) (L)’ - Pu(w(@)y(@), (267

pficemz w = w(u) € V3 fesi ulohu (SP(1)+)
([ a w* =w(u") € V5 Tesi ulohu (SP(1)*).

Ohledné tlohy (2.67) plati

Véta 2.10 Necht u* iesi dlohu (2.67). Potom funkce w* := w(a*) je resenim
prislusné variacni ilohy na prostoru V3 za predpokladu, Ze konstanta C v

je dostatecné velkd.

Diikaz: se vede analogicky jako u véty a [2.7 kdyZ namisto proménné u € U,y
pouzijeme u € Uyy X R. 0

Podminky optimality jsou pro tlohu (2.67)) shodné s podminkami (2.55)—(2.57))
pro tlohu (2.51)), lisi se jen ve vybéru prostoru funkci, kterym je v nyni prostor Vj.

2.2.4 Problém (P4) s prostym podepienim na obou koncich

V tomto odstavci budeme uvazovat nasledujici zadéani:
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(i) okrajové podminky tvaru:
w(0) =w"(0) =0,

w(lL) =w"(L)=0. |Ee—o— oo Je& »x

N Obrazek 2.6: Nosnik prosté podepieny
(ii) prostor testovacich funket:

V =V, = {ve H3(0,L)) : v(0) = 0, v(L) = 0}

V tomto piipadé lze realizovat ptuvodni ideu feseni z ¢lanku [45] a [3], pochopi-
telné se zobecnénim na nelinearni Gatv nosnik. V predchozich tlohach tomu branila
realizace prislusnych okrajovych podminek.

Za predpokladu, ze mame garantovanou existenci funkce g takové, Ze pro ni plati
(1.141]), lze aplikovat transformaci T3, v niz polozime

o V = ‘/217
« 7 = H'((0,L)).

Vysledky odstavce 7.3 uvedeme v néasledujicim piehledu.

1" 1"
T3: Js(w,u) = / F7 Y *dx + 2/ Ea(w')*dz — 5/ Pp(w')*dx
0

~

T = i)+ [ erllg = w)* e

(SP(3)): Nalézt funkei w := w(u) € V; takovou, ze
e(w,v) = (g +u,v) Vv eV,

g€ L*((0,1)): (9.v") = =(f,v)  VveV

Mnozinu piipustnych hodnot fizeni zde musime stejné jako v paragrafu 1.4.4
doplnit o podminky (1.144). Bude tedy dana vztahem (1.145)) a oznacena UL,

Vzhledem k tomu, Ze z transformace T3 dostavame funkcional :];,, vysledné tloha
pak bude mit nasledujici tvar

Nalézt u* € UY, tak, ze
Ty (w(u*), u*) = urg;]?d Ty (w(u),u), (2.68)

kde w :=w(u) € Vj fesi stavovou ulohu (SP(3)).

Véta 2.11 Necht ezistuje funkce g € L*((0,L)) wvlastnosti (1.141) a necht u* Fesi
ulohu . Potom funkce w* :=w(u*) je FeSenim prislusné variacni ilohy
na pmstom Vi za piedpokladu, Ze konstanta C v UY, je dostatecné velkd.

Diikaz: se vede v principu stejné jako u predchazejicich vét [I.12] a[2.7] O
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Nyni uvedeme podminky optimality pro tlohu optimalniho fizeni ([2.68]). Uzitim
obecnych vysledki z dodatku 1 obdrzime pro optimélni dvojici (w*,u*) € V4 x U2,
nasledujici podminky:

e(w*,v) = (g+u",v) Yo e Vy, (2.69)
e(p*,v) = w(w*,v) —dw*,v) — K(w*,v) YoeVy, (2.70)
(u"+ Elp*,u—u*) > 0 Vu € UY,. (2.71)

Funkce p* € V, predstavuje adjungovany stav a je feSenim adjungované rovnice

(2.70). Rovnice (2.69)) odpovida stavové tloze (SP(3)).

Zbyva vysettit pripad, kdy funkce transformovaného zatizeni g pozadované vlast-
nosti (|1.141)) neexistuje. Potom pouzijeme transformaci T1, které pracuje s puvodni
funkci zatizeni f. Z transformace T1 obdrzime nésledujici vztahy.

1" _ 1 [t 1"
T1: Ji(w,u) = 5/ uw(w — w)dx + 5 Ea(w')*dz — 5/ Pu(w')*dz
0 0 0

Ji(w,u) = Ji(w,u) + %/0 cr((g — w)h)’da

(SP(1)): Nalézt funkei w := w(u) € V; takovou, ze
a(w,v) = (f +u,v) Vv eV,

w € Vy je fesenim (SP(1)) pro u=0

Okrajové podminky méme zaruceny vybérem stavové tlohy a prostoru funkei,
takZze muzeme sestavit tilohu optimalniho fizeni:
Nalézt u* € U,y tak, ze
Ji(w(u),u”) = min Jy (w(u),u), (2.72)
ueU,

ad

kde w(u) € Vj fesi ulohu (SP(1)).

Veéta 2.12 Necht u* iesi dlohu (2.79). Potom funkce w* := w(u*) je resenim
prislusné variacni ilohy na prostoru Vy za predpokladu, Ze konstanta C v

je dostatecné velkd.
Diikaz: se vede analogicky jako u véty [L.7] a véty [2.7] O

Podminky optimality jsou pro ulohu (2.72)) shodné s podminkami ([2.55))—(2.57))
pro tlohu (2.51)), lisi se jen ve vybéru prostoru funkei, kterym je nyni prostor V.

2.2.5 ZAavér odstavce 2.2

V tomto odstavci jsme pomoci metody CVM zformulovali tlohy optiméalniho Fizeni
(2.51), (2.58), (2.62), (2.67)), (2.68) a (2.72) a ukazali jejich vztah ke klasickym a
variaénim tlohdm kontaktu nelinearniho nosniku s deformovatelnym podlozim.

Aproximaci téchto tloh a jejich algoritmickym zpracovanim se budeme zabyvat
v kapitole 3. Vypocitané piiklady zaradime do kapitoly 4.
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3. Aproximace a numericka realizace
jednotlivych tuloh

V této kapitole struéné popiseme hlavni postupy, pomoci nichz je mozné realizovat
na pocitacich feseni ohybu nebo kontaktu nelinearniho Gaova nosniku pomoci tloh
optimalniho Tizeni.

3.1 Aproximace uloh optimalniho rizeni

Ulohy, které jsme zformulovali v pfedchézejicich dvou kapitolach, nedokézeme exakt-
né vytesit a proto se musime uchylit k néjaké jejich aproximaci. Specialné pro stavo-
vé tlohy budeme uvazovat aproximace zalozené na pouziti metody kone¢nych prvki
(MKP).

Pro urcitost se zamérime na obecnou tlohu se stavovym problémem ([5.3))
z dodatku 1, kterou miizeme interpretovat napt. jako tilohu z odstavce 1.4.2
(popf. i jako tlohu (2.58)) z odstavce 2.2.2). Uvazujme tedy

Nalézt u* € U,y tak, ze
Tuu), ) = min (), ), 51)
kde w(u) € V' fesi alohu (SP(1)),

pricemz

J(w(u),u) = 1/0 u(w—@)dx+1—12 i Ea(w’)‘*dx—%/g Pu(w')*dz  (3.2)

a (SP(1)) pfredstavuje nasledujici problém:

{ Nalézt w :=w(u) € V tak, Ze (3.3)

a(w,v) = (f + Bu,v)yixy Vv eV,
s moznou volbou prostoru funkei V = V5.

Necht V;, CV a U, C U jsou podprostory koneéné dimenze a necht Uh, C U"
je neprazdné, uzaviené, konvexni a omezené podmnozina U. Obecné nepiedpokla-
dame, 7e je U", C U,q. Symbolem h > 0 zna¢ime diskretizaéni parametr.

Stavovy problém (3.3) nyni nahradime jeho kone¢né-prvkovou aproximaci

(3.4)

Nalézt wy, 1= wp(up) € Vj, tak, ze
a(wp,vp) = (fn + Brun, Up)n Vup € Wy,

pricemz fj, a By, jsou aproximace funkce f a zobrazeni B € Z(U,V’') a (.,.), znaci
dualitu mezi V} a V},.

Poznamka 3.1 Poznamenejme, Ze v piipadé, kdy je vyraz E1 konstantni na (0, L),
jsme schopni vy¢islit hodnoty bilinearni formy a(wp,v,) exaktné. S ohledem na

predpoklady uvedené v odstavci 1.2 proto nepotiebujeme v (3.4)) bilinearni formu
aproximovat.
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Necht Jy: V), x U, — R je zdola spojity funkcional na V}, x Uy, tj. plati

wy — wy, uf — u, prok — oo = l}iﬁmlnf Jn(wpup) > Jy(wn,up). (3.5)
—400

Aproximaci problému optimalniho fizeni (3.1]) budeme nyni rozumét alohu

Nalézt uj, € U, tak, ze

Jn(wp(uy), up) = ufég}d In(wn(un), un), (3.6)

kde wy(uy) € V, Tesi diskrétni stavovou talohu (3.4)).

O bilinearni formé a(.,.) miuzeme piedpokladat, Ze je spojita a V-elipticka (viz
odstavec 1.1). Jestlize f, € V)| a By, € Z(Uy,V}), pak diskrétni stavova tloha ([3.4)

mé s ohledem na Lax—Milgramovu vétu pravé jedno feseni pro libovolné zadané
up € U h-

Pokud navic plati i , potom mé tloha optimalniho fizeni alespon jedno
feseni uj, jak lze dedukovat z tvrzeni

Nakonec bychom méli vySetfit vztah mezi feSenim spojitého problému a
FeSenim diskrétniho problému (3.6), a to v pripadé, ze h — 0+. I kdyZ je takova
analyza dilezita, zde ji vynechame z diivodu jeji rozsahlosti a pouze se odkazeme
na monografii [52] a tam uvedené dalsi prace.

3.2 Algebraicka formulace tiloh optimalniho rizeni

Cilem tohoto odstavce bude nalézt maticovou, resp. algebraickou formulaci ulohy
optiméalniho Fizeni (3.1).

Za timto ucelem budeme predpokladat, ze
e hodnota diskretiza¢niho parametru h bude libovolné, avsak pevné dana,
e v intervalu [0, L] mame dané dvé déleni na N(h) a M(h) podintervala,

e plati
dimV, = N(h) =N, dimU, = M(h) =M, (3.7)

e plati

Vi, = span{g1, pa,...,on},  Un = span{e, ¢, ..., 9un}. (3.8)

Odtud ihned plyne, Ze {p;};L, a {1;}}Z; jsou systémy bazovych funkei podpro-
storu V, a Uy,. V diisledku toho Ize libovolnou funkci wy, € Vj, vyjadrit takto

N
wy () = Zaitpi(x), a, €R i=1,...,N. (3.9)
i=1
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Obdobné miizeme psat
M
up(z) = Y B(x),  BER j=1,...,M (3.10)
j=1

Zakladem MKP je Galerkinova metoda, jejiz idea je nasledujici: dosadime vyrazy
a do a pak postupné volime za testovaci funkce v, bazové funkce
©1,...,¢n. Tak ziskame pro dany vektor B = (6;)}L, € RY, ktery reprezentuje
dany parametr Fizeni, soustavu linearnich algebraickych rovnic pro neznamé a =
()Y, € RY. Tuto soustavu zapfieme ve tvaru

Ka = f + Bg, (3.11)
kdyz jsme oznacili
K = (kij)gjzl e RN, kij = alpj, i),
B = (by)Zyn €RVM by = (Byiy, i,
f = (fi)i]\il eRY, fi = (fn:0i)n-

Matice K je v MKP znamé jako matice tuhosti a f jako vektor zatizeni.

MKP obvykle pracuje s tzv. Courantovymi bazovymi funkcemi, pro néz je cha-
rakteristicka nasledujici vlastnost:

1 je-li =7,
Xi(%’) = { 0

je-li i #£ 4.

Aplikujeme-li tento princip na vSechny funkce z {p;}X, a {¢;}}L,, obdrzime s
ohledem na a

a; = wp() =wi,  F; = uplay) =y
Definovanim vektoru

w = (w)r, e RY, u = (u), e RM,
pak dosahneme toho, ze soustavu (3.11) miizeme prepsat ve tvaru

Kw = f + Bu. (3.12)

Reéeni, které jsme zde predvedli, je formulovano dosti obecné. Abychom dokézali
stavovou tlohu realizovat na pocitaci, potfebujeme konkrétnéji definovat ba-
zové funkce v rdmci MKP. Pokud jde o nosnik, podrobny popis postupu feseni bude
uveden v odstavci 3.3.1. Na tomto misté se prozatim omezime na to, Ze budeme
definovat kone¢né-prvkovy prostor vztahem

Vh = {Uh € Cl((O,L)) Up,

. € Py(K}) VG, vp(0) = v/ (0) = 0 = v, (L)}, (3.13)

kde K; znaci i-ty podinterval v (0,L) a P3(K;) predstavuje prostor kubickych po-
lynomu definovanych na K.
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Pro konstrukci podprostoru U, zvolime pro jednoduchost tentyz systém podin-
tervali jako u V;, takze M = N. Na ném budeme pracovat s linedrnimi polynomy.
Méame tedy

U, = {u, € C°((0,L)): up|g, € Pi(K;) VEK;}. (3.14)

K tomu, abychom odvodili algebraickou formu tlohy (3.1)) pouzijeme nésledujici
obrat. Definujme nésledovné dva izomorfismy

L: Vi = RY: Tyw, = w, (3.15)
T: Uy = RY: Ty, = u (3.16)

Pak diskrétni fizeni u nalezi do mnoziny
Uy = {ucRM: T;'ue U (3.17)

Podobné muzeme zkonstruovat algebraickou reprezentaci funkcionalu Jy, jiz je funk-
ce, kterou oznacime F':

F(w,u) = Jy(Z;'w, T, "a). (3.18)

Diskrétni alohu optimalniho Fizeni (3.6) pro pevné zadany parametr h > 0 pak
lze vyjadrit nasledujicim zpisobem
Nalézt vektor u* € U,y tak, ze
F(W(u*)vu*) = min F(W(u),u), (319)
uclyq

kde w(u) € RY fesf linearni soustavu (3.12)).

Takova formulace ziejmé predstavuje lohu nelinedrniho programouvdnd.

3.3 ResSeni stavovych uloh pomoci MKP

K teseni stavovych problému pouzijeme metodu konecnych prvki. Ze souhrnu uve-
deného v odstavci 1.4 je ziejmé, ze (SP(1)) je uloha ohybu standardniho linearniho
nosniku a jde tudiz o eliptickou tlohu 4. fadu. Zbylé dvé stavové tlohy jsou diferen-
cidlni rovnice 2. fadu, jez lze Tesit stejnym postupem.

3.3.1 ReSeni alohy (SP(1))

Bez ajmy na obecnosti uvazujme ulohu (SP(1)) pro u = 0, tj.

Nalézt funkci w € V' takovou, ze (3.20)

a(w,v) = (f,v) YvelV. '
Diskrétni formulace této tulohy mé obecné tvar

Nalézt funkci wy, € V}, takovou, ze (3.21)

a(wp,vn) = (f,on)  Yon € Vi, '
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kde V}, je vhodny kone¢nédimenzionalni podprostor prostoru V. Zde polozime
Xy, = {vp € C*((0,1)): vl € P3(K;) VK; € T}, (3.22)

pricemz T;, oznacuje déleni intervalu (0, L) na podintervaly K; = [z;_1,z;] délky h;.
Uzly déleni 7, jsme ocislovali zleva od 0 do N, tj. 2o = 0, xy = L. Diskretiza¢ni
parametr h definujeme vztahem h = max h;.

Zvolime-li dale pro urcitost, a to bez tjmy na obecnosti, okrajové podminky
(P2), obdrzime pro podprostor Vj, vyjadieni

Vi = {vn € X2 0p(0) = v4(0) = 0, vy(L) = 0} (3.23)

Diilezité je zde to, ze funkce z prostoru Vj, jsou funkce tiidy C*((0,L)). Podle vét
o vnofenf je zaruceno, ze V;, C H%((0,L)). Z téchto divodit musime pouzit konecny
prvek s hermiteovskymi bazovymi funkcemi.

Na siti 75, nadefinujeme pro i = 0,..., N dva systémy bazovych funket:

(0 pro r < x;_1,
2(x — @i 1)* (v — m — hi/2
. 2(r —xi) <hx3 t /2) pro x € [;_1, 7] = K;
P2ilT) = 2 -
20 — x; x—x; + hiy1/2
( 1) (h3 +1/2) pro x € [z, Tiy1] = Ky,
i+1
\ 0 pro x > x;1,
a
(0 pro x < x;_1,
e N2 e e
. (z xl—;jz (x — i) pro x € [x;_1, ;] = K;
P2i+1\X) = 2
T —x; =%
( J;;?)H( ) pro & € [x;, i) = Kiqq,
\ 0 pro x > x;i1,
s vlastnostmi
pai(z;) = Oy, (20) () = 0, (3:24)
@air1(zj) = 0, (p2i+1) (5) = b, (3.25)

kde 9;; je Kroneckerovo delta. Tyto funkce potiebujeme pro lokdlni interpolaci na
jednotlivych prvcich, ktera bude zadana pomoci funkénich hodnot a hodnot derivaci
v jejich krajnich bodech. Tim vytvoiime konecné prvky pro nasi tlohu. Linearni
kombinace takovych bézovych funkci bude v souladu s

e funkce tifidy C*, tj. derivace mezi prvky spojité prechazeji,
e funkce po ¢éastech kubicka, tj. na kazdém prvku kubicky polynom.

Pro obecné vyjadreni diskrétniho feseni dostdvame vyraz

2N+1

wp(z) = Z ¢ipi(T).

1=0
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S ohledem na vlastnosti ((3.24)), (3.25) bazovych funkci pak mizeme dokonce psat
N
wy(z) = (wn () pai() 4 wy (2:) P2i1(x)) - (3.26)
=0
Poté, co do diskrétni formulace (3.21)) dosadime (3.26)) a za v, postupné vSechny bé-
zové funkce, dostaneme po vycisleni integrala linedrni soustavu rovnic pro neznamé
hodnoty wy,(x;) a wy (x;), podrobnéji napt. viz [19].

P1i vypoctech na pocitaci vsak takto obvykle nepostupujeme a namisto sesta-
vovani zminéné soustavy po jednotlivych rovnicich postupujeme ,,po prvcich® a vy-
slednou matici sestavujeme z tzv. elementarnich matic (viz [2§]).

Abychom je odvodili, pfejdeme od intervalu (z;_1,x;) a od globélnich bazovych
funkei ¢;(z) k referen¢nimu intervalu (—1,41) a lokdlnim bazovym funkcim. Tém se
casto fika tvarové funkce. Transformace z a do lokalnich soufadnic & € [—1, 1] maji
tvar b .

i x .
= —(r+1 T =—x—1
2 ( ) h; ’
kde h; je délka uvazovaného intervalu. étyfi tvarové funkce prislusejici danému prvku
pak muZeme zapsat (pfi pouziti tradi¢niho znaceni) jako

Ni(z) = i(l—i)Q(Q—l—i),
N@) = gh(i-apaes,
Na(2) = i(lm)?(g_@),
Ny(2) = _%hi(l‘i‘l’)z(l—i’) 02l ]

Obrazek 3.1: Tvarové funkce

Pro obecny ¢len elementarni matice ng) prvku délky h, pak obdrzime pii konstantni
hodnoté ohybové tuhosti nosniku ET vyjadient

o  8EI /+1 d?N; d2N;

gl — 222
wtopd Jo di? da?

dz,  i,j=1,2,3,4.

V dalsim textu budeme uvazovat ekvidistantni déleni s konstantnim krokem h.
Vysledny tvar elementarni matice po provedenych integracich je pak

12 6h —12 6h

EI 6h  4h®> —6h  2h2
~w| —-12 -6n 12 —6h
6h  2h2 —6h  4h2

(3.27)

Takové matice pak skladame ,,pies sebe” az do konec¢ného sestaveni matice K celé

. y : (o) @\* ©) @1\
soustavy, takze napt. pro matice K(Z.) = (klm)lmzl a K(i—l—l) = (klm )lm:l dvou

sousednich prvki se vytvori kompletni fadky 2i+1 a 2i + 2 ve vysledné matici K
takto

0 ... 0 &Y k% EY+ETY KRS SV KTY 0 0
0 ...0 KD B ED 4R gD gG gl gl g o
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Podobné postupuje i generovani pravé strany, kdy vytvarime vysledny vektor z
pifspévkit £(9). Ty napf. pro rovnhomérné zatizeni o velikosti f(z) = ¢ vypocitame

podle vztahu
e 1 L
£ = §qh N;(z)dz,

-1

i=1,2,3,4,

a v dusledku toho obdrzime

S' HI\DI —

(3.28)

|»—tl\.’)|r—A

h

—_
N}

Podobné ziskame zobecnéni tohoto vztahu pro pripad, kdy je zatizeni linearni s
hodnotami ¢; a ¢ v koncovych bodech prvku:

T 30
20 20

£l&) — p, <;]_E) * ?%) " (3.29)
31 T '
20 20

q1 q2
—(F+2)n
<30 20
V kone¢ném diusledku tento postup nakonec vede k sestaveni linearni soustavy
rovnic, pro niz obvykly symbolicky zapis je (analogicky jako (3.12]))

Kw = f. (3.30)

Poznamenejme, Ze takto vznikla soustava je symetricka, sedmidiagonalni a pozitivné
semidefinitni a ze vektor neznamych w mé strukturu

T
W = |:w07 907 W1, 017 -y WN, GN} )

kde znac¢ime

w; = wp(x;), 0 = wy (x;), i=0,...,N.

Implementaci stabilnich podminek provedeme standardnim zptisobem (viz napft.
[28]). Vysledna soustava rovnic bude pak pozitivné definitni.

Regenim ve smyslu metody kone¢nych prvki bude funkce wy(z) coby linearni
kombinace s koeficienty, které jsme ziskali vyreSenim uvedené soustavy rovnic, a
téch bazovych funkci, které odpovidaji stupnum volnosti tlohy. Na prvku K;,q, i =
0,...,N — 1, bude prubéh této funkce dan vztahem

wh(x) = Nl(x)wz + NQ(I)@Z + Ng(x)wiﬂ + N4(JI)QZ'+1, x € Ki+1' (331)

Podrobné odvozeni celého postupu lze nalézt napt. v knize [41].
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Predchézejici popis feseni stavovych tloh se tyka problému (P1), (P2) a (P4) pii
pouziti transformace T1. V piipadé okrajového problému (P3) vsak musime vyfesit
stavovou tlohu (SP(1)*) s nelinearni okrajovou podminkou a to pomoci linearnich
tloh (SP(1)+).

Jejich FeSeni nepredstavuje zésadni problém, jelikoZ zapis takovéto tlohy
ukazuje, jak musime modifikovat pravou stranu konec¢né-prvkové soustavy rovnic
v pripadé zadané nehomogenni podminky FEIw” (L) = r: v poslednim kone¢ném
prvku v elementarnim vektoru £(¢) pfipo¢itame na tieti pozici ¢islo —r. Dale, jelikoz
chceme, aby v optimu platilo

1

rt = 3 Ba((w(@)) (L))’ = Pu(w(@)) (L), (3.32)

budeme v k-tém kroku minimalizace za hodnotu r volit
1

= 2 Bal(h Y (L) - Puuwt Y (L), (3.33)

kde w*~! predstavuje fegeni tlohy (1.114]) ziskané v piedchazejicim kroku.

3.3.2 Regeni uloh (SP(2)) a (SP(3))

V obou téchto pripadech se jedna o obycejné diferencialni rovnice 2. fadu a z toho
diivodu je postup feseni pomoci MKP pomérné jednoduchy. Nejprve ho zde uvedeme
velmi struéné pro tlohu (SP(3)).

Diskrétni formulace tlohy (SP(3)) méa pro ptipad u = 0 tvar

Nalézt funkci zj, € Z; takovou, Ze (3.34)
e(zn,vn) = (g,vn)  Vun € Zp, '
pricemz v MKP budeme volit podprostor Z, néasledovné:
X, = {v, € C°(0,L)): vk, € P(K;) VK; € Tp}, (3.35)
Zn = {vn € Xp: vy, splinji stabilni okrajové podminky}. (3.36)

Pouzité symboly maji stejny vyznam jako v predchozim odstavci, P;(K;) predsta-
vuje prostor linearnich polynomii definovanych na K.

Analogicky jako vySe odvodime elementarni matice prvku a elementérni vek-
tor zatizeni. Tvarové funkce, které zde pouzijeme, maji na referenc¢nim intervalu
(—1,+1) nasledujici podobu

NM(@@) = = (1—d), No(@) = = (1+2).

N | —

Jednotlivé integraly dokazeme i zde vypocitat presné, takze pro ekvidistantni déleni
na podintervaly délky h v piipadé konstantnich hodnot EI a konstantni funkce g

obdrzime ; )
) 1 -1 g 1
(e) _ () _
K —h<—1 1)’ ' 2(1)' (3:87)

Podrobnosti 1ze nalézt napt. v [28] nebo [41].
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Poté co vypocitdme hodnoty funkce z, v uzlovych bodech, uré¢ime funkci wy, z

diskrétni varianty tulohy ((1.123))

’U)h, = Zh,
3.38
{ wy(0) = 0. (3.38)
Jako vypocetni metoda se nejvice osvédcila primé integrace s pouzitim slozené li-
chobéznikové formule.

Uloha (SP(2)) bude mit pro pifpad v = 0 tuto diskrétni formulaci

{ Nalézt funkci wy, € V}, takovou, zZe (3.39)

e(wp,vp) = (g,vp) Yo, € Vj,,

pri¢emz podprostor Vj, volime stejné jako v predchazejicim odstavci, tj. za pouziti

hermiteovskych bazovych funkci. Matice tuhosti prvku délky h se odvodi podobné
jako vySe, ma zde ovSem jiny tvar:

36 3h =36 3h

© _ EI 3h  4h?* —3h —h?

30h | —36 —=3h 36 —3h

3h  —h* —3h  4h?

Vektor pravé strany vygenerujeme stejnym postupem jako v 3.3.1, pouze zamé-

nime ¢ za g, viz vztahy (3.28)), (3.29).

(3.40)

3.4 Algoritmy pro minimalizaci funkcionalt

Nyni se budeme vénovat nékterym moznostem vypoc¢tu bodi minima tlohy opti-
méalniho fizeni. Pritom budeme kvili zjednoduseni problematiky predpokladat, ze
dokazeme exaktné vycislit

e hodnoty bilinearni formy a(wy,v,) - viz poznamka 3.1,
e hodnoty integralt (fj, + Buy,vp), - budeme proto psat jen (f, + Bup,vp),

e hodnoty funkcionédlu J - takze ho nebudeme aproximovat pomoci Jj,.

Predmétem naseho uvazovani bude pak nésledujici problém

Nalézt uj, € U", tak, ze

J(wp(uy), ur) = uiréll%d (wn(un), un), (3.41)

kde wp(up) € V3, Tesi nasledujici stavovou tlohu:

{ Nalézt wy, 1= wp(uy) € Vj, tak, ze

3.42
a(wp, vn) = (fn + Bup,vp) Yy € V. (342)

Jednou z vhodnych metod pro vypocet Feseni tlohy (3.41)) je podminénd gradi-
entni metoda (anglicky conditioned gradient method). Nejprve polozime

J(w(u),u) = I(u), u € Upgq.
Uloha minimalizovat diferencovatelny funkciondl I(u) pro u € U,y se pak fesi

pomoci postupnych iteraci {uy}, jejichz stanoveni sestava z nasledujicich t¥{ krokii:
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1. Urceni spaddového sméru s, v bodé uy feSenim problému

/ o . /
I'(ug, sk) = Inin I'(ug, s).

2. Vypocet vhodné délky kroku: vypo&itame ;. € (0,1] tak, aby platilo

I(ug + vi(sp —ug)) = min I (ug + y(sp — ug))-
~v€(0,1]

3. Vypocet nové iterace: polozime
Uppr = g + Ve(sk — ug).

Urceni spadového sméru, o némz se hovoii v prvnim kroku metody, lze v piipadé,

Ze uy je vnitfnim bodem U4, jednoduse splnit volbou sméru nejvétsiho spadu, tj.

s = —Vul(ug). V dodatku 1 je odvozen vyraz pro V,I(u), takze podle (6.23))
mame

s = —B*pr — Vi J (w(ug), ug), (3.43)

pricemz pr € V' je FeSeni odpovidajici adjungované tulohy, ktera vystupuje v pod-

minkéch optimality. Pro tlohu ((1.110]) z odstavce 1.4.2 je to rovnice ((1.112)):

a(pg,v) = % (ug, v) + 7((w(ug), v) — d((w(ug),v) Vv eV.

Podrobnéji pojednava o podminéné gradientni metodé nap¥. monografie [52].

Poznamka 3.2

a) Funkcional J zpravidla nelze uréit analyticky, vy¢islime ho proto nap¥. pomoci
lichobéznikového pravidla.

b) Je ovSem také mozné prejit pfimo na tlohu nelinearniho programovéni a
pak pouzit nékterou z metod jejiho feSeni, jako je metoda vnitinich bodu (viz napf.
[26] nebo [37]).
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4. Piiklady

4.1 Vypocty tloh ohybu Gaova nosniku
Uvazujme Gaiiv nelinedrni nosnik s témito vstupnimi daty:

délka L = 1m,

tloustka nosniku je 2h, kde h = 0.1m,

Poissonova konstanta v = 0.3,

Youngtiv modul pruznosti E = 21 - 101° Pa,

moment setrvacnosti prifezu / = 2 h® = 0.666667 - 10~ m*.

Pti feseni uloh budeme uvazovat 32 prvki. Pro srovnani pouzijeme Euler—Ber-
noulliho model nosniku. Na nize uvedenych obréazcich jsou modfe znazornény pri-
hyby Euler-Bernoulliho a ¢ervené Gaova nosniku. Cerné jsou znazornény oba nos-
niky pred ptsobenim vertikalni a axialni sily. Pfipomenme, Ze budeme-li hovofit
o vertikalnim zatiZeni ¢(x), méme tim na mysli vertikalni zatiZeni z rovnice (|1.1).
Pro Gaiv nelinearni nosnik, tj. pro rovnici (1.43)), je tfeba pouzit zatiZeni ve tvaru

f(z) = (1 —v?)q(z), viz (1.41).

Pojmy uvedené v tabulkach predstavuji:

nosnik symbolem G budeme rozumét Gatuv nelinearni model nosniku,
symbolem EB pak Euler-Bernoulliho linedrni model,

prihyb je maximalni resp. minimélni hodnota prihybu nosniku,

poloha je bod, v némz nastane nejvétsi pruhyb nosniku,

energie je minimalni hodnota celkové potencidlni energie nosniku.

7 divodu ptehlednosti budeme do tabulek uvadét pouze ¢iselné hodnoty jed-
notlivych veli¢in bez jednotek. V celé kapitole budeme pfitom uvazovat veli¢iny s
témito jednotkami:

spojité vertikalni zatizeni ¢ Nm™
axialni sila P N
pruhyb, poloha, kontakt m
energie J

koeficient Winklerova podlozi kr Nm ™2

(P1) Nosnik oboustranné vetknuty

Nejprve budeme uvazovat nosnik, ktery je na obou koncich vetknuty. Na nosnik
bude ptusobit pouze konstantni vertikalni zatiZzeni ¢, tedy axialni sila P = 0. Na
obrazku jsou vykresleny prihyby obou typt nosnikt pro dvé ruzna vertikalni
zatizeni. Maximalni hodnoty prihybi, jejich poloha a energie jsou uvedeny v tabulce
4.1l

Pro linearni Euler-Bernoulliho nosnik dostavame pro dvojnasobné vertikalni za-
tizeni ¢ dvojnésobny maximalni prihyb, coz v pripadé Gaova nelinearniho nosniku
ovSem neplati.
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Obrézek 4.1: Vlevo jsou znazornény prihyby nosnikt v piipadé konstantniho verti-
kalniho zatizeni ¢ = —5- 107 Nm™?, vpravo je vertikalni zatizeni dvakrat vétsi, tedy
g=—10Nm™.

Tabulka 4.1: Data k obrazku [4.11

q nosnik prihyb poloha energie
. 107 EB —9.301-107% | 0.500 | —1.240-10*
G —8.464-107* | 0.500 | —1.027-10%
L0f EB —1.860-107% | 0.500 | —4.960 - 10*
G —1.693-1073 | 0.500 | —4.108-10*

Déle se zamérime na situaci, kdy na nosnik ptisobi konstantni vertikalni zatizeni
a soucasné také axialni sila, viz obrazek a prislusné data v tabulce [4.2] Pripo-
menme, ze v pripadé zdporné axialni sily dochéazi k natahovani nosniku, v piipadé
kladné axialni sily pak k jeho stlacovéini, ¢emuz odpovidaji i maximélni hodnoty
pruhybt nosniki uvedené v tabulce.

x 10" x 10"
0 0
2 2
4 4
5 5
8 8
19 0.2 0.4 06 08 1 1% 0.2 0.4 06 08 1

Obréazek 4.2: Pruhyby nosniki, na které pusobi konstantni vertikalni zatizeni ¢ =
—5-10"Nm™" a navic také axialni sila P, vlevo P = —108 N a vpravo P = +10%N.
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Tabulka 4.2: Data k obrazku (4.2

P nosnik prihyb poloha energie
EB —9.138-107* | 0.500 | —1.219-10*
—10° G —8.315-107* | 0.500 | —1.006 - 10*
EB | —9.470-107*| 0.500 | —1.261-10*
+10° G —8.617-107* | 0.500 | —1.048-10*

Nyni budeme uvazovat situaci, kdy vertikalni zatizeni predstavuji dvé osamélé
sily. Sila F; = —5 - 10" N piisobi v bodé z = L/4 a sfla F, = +5- 10" N v bodé
x = 3L/4, pficemz L = 1 m. Porovname piipad s nulovou a zapornou axialni silou,
viz obréazek V tabulce [£.3] jsou uvedeny hodnoty maximalnich prihybiu - kladné
i zaporné, jejich poloha a energie obou typi nosnikii.

X 10° X 10°

0 0 N
~_

Obréazek 4.3: Pruhyby nosniki, na které pusobi dvé osamélé sily, na nosnik vpravo
jesté navic axialni sila P = —101° N.

(P2) Nosnik s vetknutim na jednom a podepfenim na druhém konci

Nyni budeme uvazovat nosnik, ktery je na jednom konci vetknuty a na druhém
podepfeny. Na nosnik bude ptisobit pouze konstantni vertikalni zatizeni, tedy axialni
sila P = 0. Na obrazku 4.4|jsou vykresleny prithyby obou typi nosnikt pro dvé rizné
vertikalni zatizeni. Maximéalni hodnoty prithybii, jejich poloha a energie jsou uvedeny
v tabulce 4]

I zde dostavame pro linearni Euler—Bernoulliho nosnik a dvojnasobné vertikal-
ni zatizeni ¢ dvojnasobnou hodnotu maximalniho prihybu. Déle je vidét, Ze rtzné
okrajové podminky, tedy vetknuti nosniku na jednom a podepieni nosniku na dru-
hém konci, mélo vliv na polohu maximélniho prihybu. Ta se oproti oboustranné
vetknutému nosniku posunula ze stfedu blize k podepteni.

Déle se zamétime na situaci, kdy na nosnik ptisobi konstantni vertikalni zatizeni
g = —5-10"Nm™! a sou¢asné také rizné axiélni sily, zaporna axialni sila P = —108 N
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Tabulka 4.3: Data k obrazku (4.3l

P nosnik prihyb poloha | energie

max | +4.156-107* | 0.719 \

EB min | —4.156 - 10~4 0.981 —2.035-10

! max | +3.783-107% | 0.719 \

G min | —3.783-10"4 | 0.281 —1.685-10

max | +2.261-107* | 0.719 )

EB min | —2.261-10~% | 0.281 —1.127-10

—10%
max | +2.058-107* | 0.719 ;
G min | —2.058 -10~4 | 0.281 —9.330 - 10
x 10° x 10°
° 0
o 05
1 1
-1.5 s
: 2
-25 s
° 3
35 e
% 02 04 06 08 1 S 02 04 06 08 1

Obrézek 4.4: Vlevo jsou znézornény prihyby nosnikt v pripadé vertikalniho zatizeni
g=—5-10"Nm™!, vpravo je vertikilni zatizeni dvakrat vétsi, tedy ¢ = —10° Nm™*.

Tabulka 4.4: Data k obrazku [4.4]

q nosnik prihyb poloha energie
EB —1.931-107% | 0.594 | —2.790 - 10*
0T G s 100 | 0594 | —2.310- 10°
EB —3.862-107% | 0.594 | —1.116-10°
—10° G —3.511-107% | 0.594 | —9.238-10*

odpovidajici natahovani nosniku a kladna P = +10® N odpovidajici stlatovani, viz
obrazek [4.5) a pfislusna data v tabulce
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Obrazek 4.5: Prihyby nosniki, na které ptisobi vertikalni zatizeni ¢ = —5-10" Nm ™!
a navic také axialni sila P, vlevo P = —10® N a vpravo P = +10% N.

Tabulka 4.5: Data k obrazku [4.5]

P nosnik prihyb poloha energie
108 EB —1.866 - 1072 | 0.563 | —2.699 - 10*
G —1.698-107* | 0.563 | —2.228-10*
EB —2.002-107% | 0.594 | —2.889-10%
TG [ Cis21- 100 | 0594 | 2300 10°

Nyni budeme opét uvazovat situaci, kdy je vertikalni zatizeni zadano prostied-

nictvim dvou osamélych sil. Sila F}

—5 - 10" N piisobf v bodé z = L/4 a sila

Fy = +5-10"N v bodé x = 3L/4, pii¢em? L = 1 m. Porovname pf¥ipad s nulovou a

zapornou axialni silou, viz obréazek [4.6] a pfislusna data v tabulce [4.6]

0.2 0.4

0.6

0.8 1

0 0.2

0.4

0.6

Obréazek 4.6: Pruhyby nosniki, na které pusobi dvé osamélé sily, na nosnik vpravo
jesté navic axialni sila P = —101° N.

71



Tabulka 4.6: Data k obrazku [4.6]

P nosnik prihyb poloha energie

max | +1.637-1073 | 0.688

j— . 4
EB min | —8.019-107° | 0.156 399610

’ max | +1.489-1072 | 0.688
G min | —=7.292.10-5 | 0.156 —3.309 - 10*
max | +4.014-107* | 0.750
EB min | —1.769-10~% | 0.250 —1.445 - 10*
1010

max | +3.652-107* | 0.750

— . 4
G min | —1.610-10~* | 0.250 1.196 - 10

(P3) Nosnik s volnym koncem

Nyni se zaméfime na nosnik, jehoz levy konec je vetknuty a pravy je volny. Opét
se nejprve podivame na situaci, kdy na nosnik ptisobi pouze konstantni vertikalni
zatizeni, tedy axialni sila je nulova, viz obrazek a prislusna data v tabulce

0 0
-0.02 -0.02
-0.04 -0.04
-0.06 -0.06
-0.08 -0.08
015 0.2 0.4 0.6 0.8 1 015 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Obrézek 4.7: Vlevo jsou znézornény prihyby nosnikt v ptipadé vertikalniho zatizeni
q=—5-10"Nm™!, vpravo je vertikilni zatizeni dvakrat véti, tedy ¢ = —10° Nm™*.

Tabulka 4.7: Data k obrazku (4.7

q nosnik prihyb poloha energie
107 EB —4.463-1072 | 1.000 | —4.462-10°
G —3.667-1072 | 1.000 | —3.513-10°
" EB || —8.926-1072 | 1.000 | —1.785-10°
G —6.259-1072 | 1.000 | —1.167-10°
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Je zfejmé, zZe maximalni prihyby obou nosniki budou v tomto piipadé v bodé
x = L, pficemz L = 1m. Pro Euler-Bernoulliho nosnik je z tabulky patrna
linearita, tedy Zze dvojnasobné vertikilni zatiZzeni ¢ dava dvojnasobny maximalni
prihyb.

Dale se analogicky jako u predchozich typt nosniki podivame na situaci, kdy
kromé konstantniho vertikélniho zatizeni ¢ = —5- 107 Nm ™' ptisobi na nosnik také
sfla axialni. Zaporna axialni sila P = —10®N pro natahovani nosniku a kladna
P = +10® N pro piipad stlacovani, viz obrazek a prislusna data v tabulce .

0 0
-0.01 -0.01
-0.02 -0.02
-0.03 0.03
-0.04 -0.04
-0.05 -0.05
-0.06 -0.06
0.07; 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0.07; 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Obrazek 4.8: Prihyby nosniki, na které ptisobi vertikaln{ zatizeni ¢ = —5-10" Nm ™!
a navic také axialni sila P, vlevo P = —10® N a vpravo P = +10® N.

Tabulka 4.8: Data k obrazku [4.8]

P nosnik prihyb poloha energie
108 EB —3.496-1072 | 1.000 | —3.576-10°
G —2.922-1072 | 1.000 | —2.800-10°
EB —6.217-1072 | 1.000 | —6.056 - 10°
+10° G —4.756 - 1072 | 1.000 | —4.708-10°

Nyni budeme uvazovat situaci, kdy na nosnik ptisobi vertikalni zatizeni ¢, které
je po ¢astech linearni funkci. V bodé x = 0 ptisobi silou F; = 0 N, v x = L/4 silou
Fy=+5-10" N, v o = 3L/4 silou F3 = —1.7-10" N a v bodé x = L silou F; = 0 N.
Tedy pro uvazovanou délku nosniku L = 1 m je

2z - 103 pro z € [0,1/4],
q(x) = ¢ 5(167 — 268x) - 10° pro x € [1/4,3/4], (4.1)
68(x — 1) - 10° pro x € [3/4,1].

Porovname ptipad s nulovou a zapornou axialni silou, viz obrazek [£.9] a pfislusna
data v tabulce .9l
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Obréazek 4.9: Pruhyby nosnikii, na které piisobi vertikilni zatizeni dané predpisem
(4.1)), na nosnik vpravo piisobi jesté navic axialni sila P = —3 - 108 N.

Tabulka 4.9: Data k obrazku [4.91

P nosnik prihyb poloha energie

max | +3.210-107* | 0.406

— . 103
EB min | —3.906 - 10~* | 1.000 1.861-10

0 max | +2.921-1074 | 0.406
G min | —3.553- 1074 | 1.000 —1.541-10°
max | +3.618 -107* | 0.469
EB min | —8.554- 1075 | 1.000 —1716-10°
—3.108

max | +3.311-10* 0.469
min | —5.393 - 107° 1.000

—1.404 - 103

(P4) Nosnik na dvou podporach

Nyni budeme uvazovat nosnik,ktery je na obou koncich podepreny a na ktery
bude ptlisobit pouze konstantni vertikalni zatizeni ¢, tedy axialni sila P = 0, viz

obrazek

V tabulce jsou pro obé varianty vertikalniho zatizeni uvedeny hodnoty ma-
ximalnich prihybi, jejich poloha a energie obou typi nosnikii. U Euler-Bernoulliho
nosniku je vidét opét linearita - dvojnésobné vertikalni zatizeni méa za nésledek dvoj-
nasobny prihyb. Z divodu stejnych okrajovych podminek, tedy podepreni na obou
koncich nosniku, dochézi k maximalnimu prihybu nosniku pfesné v jeho stiedu.
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Obréazek 4.10: Vlevo jsou znazornény pruhyby nosnikt v piipadé konstantniho ver-
tikalniho zatizeni ¢ = —5-10" Nm™", vpravo je vertikalni zatizeni dvakréat vétsi, tedy
g=—10Nm™.

Tabulka 4.10: Data k obrazku [4.10

q nosnik prihyb poloha energie
- EB —4.650-107% | 0.500 | —7.441-10%
G —4.227-1073 | 0.500 | —6.156-10*
108 EB —9.300-107% | 0.500 | —2.976-10°
G —8.433-107% | 0.500 | —2.455-10°

Dale se zamétime na situaci, kdy na nosnik ptsobi konstantni vertikalni zatizeni
¢ = —5-10" Nm ™' a soucasné také rizné axialni sily, zaporna axialni sila P = —10% N
odpovidajici natahovani nosniku a kladna P = +10® N odpovidajici jeho stlacovani,
viz obréazek a prislusna data v tabulce [£.11]

X 10" X 10"

0 0

1 1

2 2

3 3

4 4

5 5

6 ; ; : : ] 6 : ; : : ]

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Obrazek 4.11: Prithyby nosnikii, na néz ptisobi vertikalni zatizeni ¢ = —5-10" Nm ™!
a navic také axialni sila P, vlevo P = —10® N a vpravo P = +10% N.
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Tabulka 4.11: Data k obrazku [4.11]

P nosnik prihyb poloha energie
L0f EB —4.335-107% | 0.500 | —6.939 - 10*
G —3.942-107* | 0.500 | —5.742-10*
EB —5.014-107% | 0.500 | —8.020 - 10*
+10° G —4.558 - 1072 | 0.500 | —6.634 - 10*

Nyni budeme uvazovat situaci, kdy na nosnik ptisobi vertikalni zatizeni ¢, které
je po &astech linearni funkci. V bodé x = 0 piisobi silou Fy, = +10" N, v z = L/4
silou Fy, = +5-10" N, v z = 3L/4 silou F3 = —5- 10" N a v bodé z = L silou
Fy = —107 N. Tedy pro uvazovanou délku nosniku L = 1 m je

(16z + 1) - 10"  proz € [0,1/4],
g(x) =< (1 —22)-10%  prox € [1/4,3/4], (4.2)
(162 — 17) - 107 pro x € [3/4,1].

Porovname piipad s nulovou a kladnou axialni silou P = +5-10® N, ktera odpo-
vida stlacovani nosniku. Z obréazku a prislusnych dat v tabulce je patrné,
ze pii stlacovani nosniku dojde k vétsimu prihybu. S ohledem na stejné okrajové
podminky na obou koncich nosniku (oba konce jsou podeptené) a symetrii vertikal-
niho zatizeni vzhledem ke stfedu nosniku dostavame kladné maximalni prihyby v
bodé z = 0.250 m a zaporné v bodé x = 0.750 m.

X 10 X 10
2 2
1 1
¢] ¢]
1 1
2 2
0 0.2 0.4 O‘G 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Obrézek 4.12: Prihyby nosnikii, na které piisobi vertikalni zatizeni dané predpisem
(4.2), na nosnik vpravo piisobi jesté navic axialni sila P = +5 - 108 N.
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Tabulka 4.12: Data k obrazku [4.12

P nosnik prihyb poloha energie

max | +1.965-107* | 0.250

EB —2.104 - 103
min | —1.965-10~* | 0.750 04-10

0 max | +1.788 - 1074 | 0.250
G min | —1.788-104 | 0.750 —1.742-10°
max | +2.160- 1074 | 0.250
5.108 b min | —2.160 - 10~4 | 0.750 2313 -10°
+ .

max | +1.965-107* | 0.250

G —1.915- 103
min | —1.965-10~* | 0.750 91510

4.2 Vypocty kontaktnich tloh s Gaovym nosnikem

Nyni budeme pro oba typy nosnikt uvazovat kontaktni tlohu s podlozim, které bude
umisténé ve vzdalenosti g pod nosnikem. Uvazovat budeme stejné hodnoty vstupnich
dat jako v predchozim odstavci. Pojmy uvedené v tabulkidch maji stejny vyznam.
Navic uvadime polozku kontakt, coz predstavuje misto, kde dochéazi ke kontaktu
nosniku s podlozim. Podlozi je na obrazcich znazornéno zelené.

(P1) Nosnik oboustranné vetknuty

Uvazujme nejprve nosnik, ktery je oboustranné vetknuty a ktery lezi ve vzdale-
nosti g=0.007 m nad podlozim. Na nosnik bude piisobit pouze konstantni vertikalni
zatizeni ¢ = —5- 108 Nm ™', takze P = 0 N. Podivame se na piipad dvou rtznych
koeficientu tuhosti podlozi kp.

3 -3
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Obréazek 4.13: Prihyby nosniki, na které ptisobi konstantni vertikalni zatizeni q =
—5 - 108 Nm™'. Koeficient tuhosti podlozi je vlevo kp = 5 - 103Nm™2, vpravo je
kp=1-10"Nm™2.

7



Tabulka 4.13: Data k obrazku [4.13]

kr nosnik kontakt prihyb poloha energie
. EB [0.344;0.656] | —9.291-1073 | 0.500 | —1.240-10°
-1
010 G [0.375;0.625] | —8.452-1073 | 0.500 | —1.026 - 10°
. EB [0.375;0.625] | —8.359-1073 | 0.500 | —1.202-10°
10

G [0.375;0.594] | —7.945-1073 | 0.500 | —1.014-10°

Z ptislusného obrazku a dat v tabulce je vidét, ze tuzsi podlozi od-
povidajici koeficientu kp = 1 - 10" Nm ™2 umoziiuje podstatné mensi proniknuti
nosniku do podlozi, a tedy i mensi kontaktni zoénu, nez mékéi podlozi s koeficientem
kp=>5-10"Nm™>

Nyni se zaméfime na situaci, kdy na nosnik piisobi konstantni vertikalni zatizeni
q¢ = —5-105Nm ! a soucasné také rizné axialni sily, zaporna axialni sila P = —10°N
odpovidajici natahovani nosniku a kladna P = +10° N odpovidajici jeho stlacovani,
koeficient tuhosti podlozi je kr = 5- 108 Nm™2, viz obrazek a piislusna data v
tabulce [4.14]
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Obréazek 4.14: Priuhyby nosniki, na které ptisobi konstantni vertikaln{ zatizeni ¢ =
—5-10*Nm™" a navic také axialni sila P, vlevo P = —10°N a vpravo P = +10° N.
Koeficient tuhosti podlozi je kp = 5- 108 Nm ™2

Tabulka 4.14: Data k obrazku [4.14l

P nosnik kontakt prihyb poloha energie
L9 EB [0.406;0.594| | —7.893-1073 | 0.500 | —1.034-10°
G [0.469;0.531| | —=7.179-1073 | 0.500 | —8.327-10°
EB [0.281;0.719] | —1.130-10"2 | 0.500 | —1.441-10°
+10?

G [0.313;0.688] | —1.028 - 1072 | 0.500 | —1.239 - 10°
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Dale budeme uvazovat situaci, kdy vertikalni zatiZzeni predstavuji dvé osamélé
sily. Sila F; = —5 - 10" N piisobi v bodé z = L/4 a sfla F, = +5- 10" N v bodé
r = 3L/4, pticemz L = 1m. Pro podloZi lezici ve vzdalenosti g=0.0002 m pod
nosnikem budou opét dany dvé rizné hodnoty koeficientu tuhosti. I v tomto piipadé
dostavame mensi zaboreni nosniku do podlozi, tedy mensi zaporné prihyby a takeé
mensi kontaktni zonu, pro tuzsi podlozi. Co se tykd maximalni velikosti kladnych
pruhybt, bude v tomto piipadé vlivem tuzsiho podlozi vétsi, viz obrazek a
tabulka [4.15

X 10" X 10"
4 4
2 2
0 0
_2 .2\\/
4 4
0 0.2 0.4 0‘6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Obrézek 4.15: Prihyby nosniki, na které ptisobi dvé osamélé sily Fi a F;. Koeficient
tuhosti podlozi je vlevo kp = 5 - 108 Nm ™2, vpravo kp = 5- 10" Nm™2.

Tabulka 4.15: Data k obrazku [4.15]

kr nosnik kontakt prihyb poloha energie
max | +4.159-107% | 0.719 .
EB [0.156;0.406] min | —4.153 - 104 | 0.281 —2.034-10
5-108 —4
max | +3.784 - 10 0.719 ,
G [0.156;0.406] min | —3.779- 104 | 0.281 —1.851-10
max | +5.212-107% | 0.688 .
EB [0.219;0.281] min | —2.311-10-% | 0.250 —1.823-10
5-10'2 )
max | +4.630 - 10 0.688 .
G [0.219;0.281] min | —2.979 - 104 | 0.250 —1.712-10
Déle uvazujme stejné vertikalni zatizeni, tedy dvé osamélé sily F} = —5- 10" N

vbodé x =L/4 a Fy =+5-10"N v bodé & = 3L/4, pticem# L. = 1 m. PodloZi je ve
vzdalenosti g=0.0002 m pod nosnikem a ma koeficient tuhosti kp = 5- 108 Nm ™2,
na nosnik navic pisobi axialnf sila P, vlevo P = 5-10® N, vpravo P = —10'° N, viz
obrazek [4.16] a tabulka 416l
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x 10

Obrazek 4.16: Prihyby nosniki, na které pusobi dvé osamélé sily F; a F, a sila
axialni, vlevo je P = 5- 108N, vpravo P = —10'° N. Koeficient tuhosti podlozi je
kp=>5-10"Nm>

Tabulka 4.16: Data k obrazku [4.16]

P nosnik kontakt prihyb poloha energie
max | +4.345-107* | 0.719
EB [0.156;0.406] min | —4.338 - 104 | 0.981 —2.118 - 104
5-108 —4
max | +3.953 - 10 0.719
G [0.156;0.406] min | —3.047-10-% | 0.981 —1.935- 104
max | +2.261-107* | 0.719
EB [0.219;0.313] min | —2.960 - 101 | 0.281 —7.106 - 103
—10% max | +2.059 - 10~* | 0.719
G [0.250;0.281] min | —2.050 - 104 | 0.981 —6.808 - 103

(P2) Nosnik s vetknutim na jednom a podepfenim na druhém konci

Nyni uvazujme nosnik, ktery je na jednom konci vetknuty a na druhém podepie-
ny. Podlozi je umisténo ve vzdéalenosti g=0.007 m pod nosnikem. Na nosnik bude
pisobit pouze konstantni vertikalni zatizeni ¢ = —5 - 105 Nm ™', axialni sila P je
nulova. Zamérime se na piipad dvou riznych koeficientu tuhosti podlozi kp.

Z prislusného obrazku a dat v tabulce je vidét, ze tuzsi podlozi od-
povidajici koeficientu kp = 5 - 10" Nm™2 umoziuje podstatné mensi proniknuti
nosniku do podlozi, a tedy i mensi kontaktni zonu, nez mékéi podlozi s koeficientem
kp=>5-10Nm™>.
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Obrazek 4.17: Pruhyby nosniki, na které ptsobi konstantni vertikalni zatizeni g =
—5-10*Nm™'. Koeficient tuhosti podlozi je vlevo kp = 5- 108 Nm™2, vpravo je
kp=25-10""Nm>,

Tabulka 4.17: Data k obrazku [4.17

kr nosnik kontakt prihyb poloha energie
. EB [0.219;0.875] | —1.916-107% | 0.594 | —2.777-10°
-1
010 G [0.250;0.875] | —1.706 - 1072 | 0.563 | —2.275-10°
EB [0.281;0.844] | —1.271-107% | 0.563 | —2.232-10°
51010

G [0.313;0.813] | —1.215-10"% | 0.563 | —1.917-10°

Dale se zamérime na situaci, kdy na nosnik ptsobi konstantni vertikalni zatizeni
g = —5-10*Nm™ ' a soucasné také ruzné axialni sily, zaporna axialni sila P =
—5 - 10° N odpovidajici natahovani nosniku, a kladna P = +10®N odpovidajici
jeho stlacovani. Koeficient tuhosti podlozi je kr = 5 - 10°Nm™2, viz obrazek
a prislusna data v tabulce Symbolem () rozumime, Ze ke kontaktu nosniku s
podlozim nedoslo.

x10°

~__
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Obréazek 4.18: Pruhyby nosniki, na které ptisobi konstantni vertikalni zatizeni q =
—5-10*Nm ™! a navic také axialni sila P, vlevo P = —5-10° N a vpravo P = +108 N.
Koeficient tuhosti podlozi je v obou piipadech kp = 5-10° Nm™2.
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Tabulka 4.18: Data k obrazku [4.18

P nosnik kontakt prihyb poloha energie
. 109 EB [0.531;0.594] | —7.105-1073 | 0.563 | —1.058 - 10°
G 0 —6.459-107% | 0.563 | —8.271-10°
EB [0.219;0.875] | —1.984-1072 | 0.594 | —2.874-10°
+10° G [0.250;0.875] | —1.763-1072 | 0.563 | —2.358 - 10°

Nyni budeme uvazovat situaci, kdy vertikalni zatizeni predstavuji dvé osameélé

sily. Sila Fy

—7-10"N ptisobi v bodé z = L/4 a sfla F, = +5- 10" N v bods

x = 3L/4, pficemz L. = 1m. Pro podlozi lezici ve vzdalenosti g=0.0002 m pod
nosnikem budou opét déany dvé rtzné hodnoty koeficientu tuhosti.

0.4
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Obrézek 4.19: Prihyby nosniki, na které ptisobi dvé osamélé sily Fi a F;. Koeficient
tuhosti podlozi je vlevo kp = 5 - 108 Nm ™2, vpravo kp = 5- 102 Nm™=2.

Tabulka 4.19: Data k obrazku [4.19]

kr nosnik kontakt prihyb poloha energie
max | +1.207-1073 | 0.719 .y
EB [0.125;0.344] o | —4.066- 104 | 0.250 —4.011-10
5-10% -3
max | +1.098 - 10 0.719 .
G [0.156;0.344] min | —3.699-10-% | 0.250 —3.650 - 10
max | +1.397-1073 | 0.719 .\
EB [0.188;0.250] min | —2.337-10-% | 0.219 —3.908 - 10
5-10% 3
max | +1.252 - 10 0.719 .
G [0.188;0.250] min | —2.906 - 10-% | 0.219 —3.582-10
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I v tomto pripadé dostavame mensi zabotfeni nosniku do podlozi, tedy mensi za-
porné prithyby a také mensi kontaktni zonu, pro tuzsi podlozi. Co se tyka maximélni
velikosti kladnych prihybi, bude v tomto pripadé vlivem tuzsiho podlozi vétsi, viz
obrazek .19 a tabulka .19

Déle budeme uvazovat stejné vertikalni zatizeni, tedy dveé osamélé sily. Sila F; =
—7-107 N ptisobi v bodé x = L/4 a sfla F, = +5- 10" N v bodé z = 3L/4, pricemz
L = 1m. Podlozi lezici ve vzdéalenosti g=0.0002 m pod nosnikem ma koeficient
tuhosti podlozi kr = 5 - 10 Nm™2, na nosnik navic pisobi axialni sila P, vlevo
P =-5-10°N, vpravo P = +5 - 108N, viz obrazek a tabulka [4.20]

4 4
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Obrazek 4.20: Prihyby nosniki, na které piisobi dvé osamélé sily Fi a Fy. Koeficient
tuhosti podlozi je kp = 5 - 10*Nm 2, na nosnik vlevo ptisobi axialni sila P =
—5-10®N, vpravo P = +5- 108 N.

Tabulka 4.20: Data k obrazku [4.20]

P nosnik kontakt prihyb poloha energie

max | +1.045-1073 | 0.719

EB [0.125;0.344] i | 2289104 | 0.950 —3.670 - 104

—5- 108 4

max | +9.507 - 10 0.719

G [0.156;0.344] in | —3.902- 10-* | 0.250 —3.350 - 104

max | +1.435-1073 | 0.719 y

8 EB [0.156;0.313] min | —3.627- 101 | 0.250 —4.400 - 10
510 max | +1.306-10% | 0.719

G [0.156;0.313] min | —3.208 - 104 | 0.250 —4.039 - 104

(P3) Nosnik s volnym koncem

Nyni uvazujme nosnik, jehoz levy konec je vetknuty a pravy volny. Podlozi lezi
ve vzdalenosti g=0.02 m pod nosnikem. Na nosnik bude nejprve pilisobit pouze
konstantni vertikalni zatizeni ¢ = —5 - 107 Nm™', axialni sila P = 0 N. Budeme
uvazovat situaci, kdy jsou dany dva rizné koeficienty tuhosti podlozi k.
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Obrazek 4.21: Pruhyby nosniki, na které ptsobi konstantni vertikalni zatizeni g =
—5-10"Nm™'. Koeficient tuhosti podlozi je vlevo kp = 5- 108 Nm™2, vpravo je
kp=>5-10Nm™>
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0.4 06 0.2 0.4

Tabulka 4.21: Data k obrazku [4.21]

kr nosnik kontakt prihyb poloha energie
. 108 EB [0.625;1.000] | —4.078 -10"2 | 1.000 | —4.289-10°
G [0.688;1.000] | —3.503-1072 | 1.000 | —3.455-10°
. 106 EB [0.594;1.000] | —4.453-1072 | 1.000 | —4.459-10°
G [0.656;1.000] | —3.664 - 1072 | 1.000 | —3.519-10°

7 prislusného obrazku a dat v tabulce je opét vidét, ze tuzsi podlozi
odpovidajici koeficientu kr = 5 - 108 Nm™? umoziiuje mensi proniknuti nosniku do
podlozi, a tedy i mensi kontaktni zénu, nez mékéi podlozi s koeficientem kg
5-10°Nm 2.

Dale se analogicky jako v predchozich pripadech budeme zabyvat situaci, kdy na
nosnik ptisobi konstantni vertikalni zatizeni ¢ = —5-10" Nm™" a soucasné také rizné
axialni sily, zaporna axialni sila P = —4 - 108N odpovidajici natahovani nosniku,
a kladnd P = +108 N odpovidajici jeho stlacovani. Koeficient tuhosti podloZi je v
obou piipadech kr = 5- 108 Nm 2, viz obrazek a pifslusna data v tabulce [4.22]
Symbolem () rozumime, Ze ke kontaktu nosniku s podloZim nedoglo.

Tabulka 4.22: Data k obrazku [4.22]

P nosnik kontakt prihyb poloha energie
4108 EB [0.969;1.000] | —2.142-1072 | 1.000 | —2.320-10°
G 0 —1.772-107% | 1.000 | —1.773-10°
EB [0.563;1.000] | —5.255-1072 | 1.000 | —1.054-10°
+10° G [0.594;1.000] | —4.416 - 1072 | 1.000 | —7.995 - 10*
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Obrazek 4.22: Prihyby nosnikt, na které ptsobi konstantni vertikalni zatizeni g =
—5-10"Nm ™! a navic také axialni sila P, vlevo P = —4-108 N a vpravo P = +108 N.
Koeficient tuhosti podlozi je v obou piipadech kp = 5-10° Nm™2.

Nyni budeme uvazovat situaci, kdy na nosnik ptisobi vertikdlni zatizeni ¢, které
je po ¢astech linearni funkci. V bodé x = 0 pusobi silou F; = 0 N, v z = L/4 silou
Fy=+45-108N, vz = 3L/4 silou F3 = —1.7-10®* N a v bodé¢ z = L silou F; = 0 N.
Tedy pro uvazovanou délku nosniku L = 1 m je

2z - 10° pro z € [0,1/4],
q(x) = < 5(167 — 268z) - 10° pro x € [1/4,3/4], (4.3)
68(z — 1) - 107 pro z € [3/4,1].

Pro podlozi lezici ve vzdalenosti g=0.002 m pod nosnikem budeme uvazovat dvé
rizné hodnoty koeficientu tuhosti, a to kr = 5-108 Nm2akp=>5-10"Nm 2 Také
v tomto pripadé dostavame mensi zabofeni nosniku do podlozi, tedy mensi zaporné
pruhyby a také mensi kontaktni zénu, pro tuzsi podlozi. Co se tyka maximalni
velikosti kladnych prihybi, bude v tomto pripadé vlivem tuzsiho podlozi vétsi, viz
obréazek 4.23 a tabulka [4.23]
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Obréazek 4.23: Pruhyby nosniki, na které pusobi vertikilni zatiZzeni dané predpi-
sem (4.3). Koeficient tuhosti podlozi je vlevo kr = 5 - 10°Nm™?, vpravo kp =
5-101°Nm~2.

85



Tabulka 4.23: Data k obrazku [4.23]

kr nosnik kontakt prihyb poloha energie

max | +3.235-1073 | 0.406 .
8 EB [0.906;1.000] min | —3.793 - 10-3 | 1.000 —1.861-10
510 max | +2.943-107% | 0.406 i
[0.906;1.000] min | —3.370 - 103 | 1.000 —1.540- 10
max | +3.527-1073 | 0.438 .
EB [0.969;1.000] min | —2.569 - 103 | 1.000 —1.856 - 10

5-10% 3
max | +3.153 - 10 0.438 .
[0.969;1.000] min | —2.515 - 10-3 | 1.000 —1.538 - 10

Nyni budeme opét uvazovat vertikdln{ zatizent zadané predpisem (4.3). Podlozt
je ve vzdalenosti g=0.002 m pod nosnikem a ma koeficient tuhosti kp = 5-10° Nm™2.
Na nosnik bude navic ptisobit axialni sila P, zaporné sila P = —5-10" N odpovidajici
natahovani nosniku, a kladna P = +5-107 N odpovidajici jeho stladovani, viz obrazek

a tabulka
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Obrézek 4.24: Pruhyby nosniki, na které piisobi vertikalni zatizeni dané predpisem
(4.3)). Koeficient tuhosti podlozi je kr = 5-10° Nm™2, na nosnik vlevo piisobi axialni
sila P = —5-107N, vpravo P = +5- 107 N.
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Tabulka 4.24: Data k obrazku [4.24]

P nosnik kontakt prihyb poloha energie
max | +3.350- 1073 | 0.438 -
EB [0.938;1.000] min | —3.019 - 10-3 | 1.000 —1.842-10
—5-107 3
max | +3.032- 10 0.438 .
G [0.969;1.000] min | —2.759 - 10 | 1.000 —1.511-10
max | +3.091-107% | 0.406 .
EB [0.844;1.000] min | —4.777-10-3 | 1.000 —1.874-10
. 107
510 max | +2.839-10% | 0.406 5
G [0.875;1.000] min | —4.110 - 10-3 | 1.000 —1.574-10

(P4) Nosnik na dvou podporach

Uvazujme nyni nosnik, ktery je na obou koncich podepteny a ktery lezi ve vzdéle-
nosti g=0.007 m nad podlozim. Na nosnik bude ptisobit pouze konstantni vertikalni
zatizeni ¢ = —1 - 103Nm ™', axialni sila P = 0 N. Budeme uvazovat dva rizné
koeficienty tuhosti podlozi kp.
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Obréazek 4.25: Prihyby nosniki, na které ptisobi konstantni vertikaln{ zatizeni q =
—10* Nm™'. Koeficient tuhosti podlozi je vlevo kg = 5- 103 Nm™2, vpravo je kp =
5-10° Nm ™.

Tabulka 4.25: Data k obrazku [4.25]

kr nosnik kontakt prihyb poloha energie
108 EB [0.281;0.719] | —9.253-1072 | 0.500 | —2.973-10°
G [0.313;0.688] | —8.410-1073 | 0.500 | —2.455-10°
1010 EB [0.344;0.656] | —7.913-107% | 0.500 | —2.876-10°
G [0.375;0.625] | —7.656- 1072 | 0.500 | —2.422-10°
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7 prislusného obrazku a dat v tabulce je vidét, ze tuzsi podlozi odpovi-
dajici koeficientu kp = 5- 10" Nm ™2 umoziuje podstatné mensi proniknuti nosniku

do podlozi, a tedy i mensi kontaktni zénu, nez poddajnéjsi podlozi s koeficientem
kp=>5-10"Nm™>

Déle se zamétrime na situaci, kdy na nosnik ptisobi konstantni vertikalni zatizeni
g = —1-10* Nm™" a soucasné také riizné axialni sily. Zaporna axialni sila P = —108 N
odpovidajici natahovani nosniku a kladna axialni sfla P = +108N odpovidajici
jeho stlacovani. Koeficient tuhosti podlozi je krp = 5 - 103 Nm™?2, viz obrazek a
prislusna data v tabulce [4.26
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Obrazek 4.26: Prihyby nosnikt, na které ptisobi konstantni vertikalni zatizeni g =
—1-108Nm™" a navic také axialni sila P, vlevo P = —108 N a vpravo P = +108 N.
Koeficient tuhosti podlozi je v obou piipadech kp = 5-10° Nm™2.

Tabulka 4.26: Data k obrazku [4.26]

P nosnik kontakt prihyb poloha energie
108 EB [0.313;0.688] | —8.642-1073 | 0.500 | —2.774-10°
G [0.375;0.625] | —7.856-1073 | 0.500 | —2.291-10°
EB [0.250;0.750] | —9.955- 1073 | 0.500 | —3.202-10°
+108

G [0.281;0.688] | —9.044 - 1073 | 0.500 | —2.642-10°

Nyni budeme uvazovat situaci, kdy na nosnik ptisobi vertikilni zatizeni ¢, které
je po ¢astech linearni funkei. V bodé x = 0 piisobi silou F} = +108N, v 2 = L/4
silou Fy = +5-10®N, v z = 3L/4 silou F3 = —5-10°N a v bodé z = L silou
F; = —10® N. Tedy pro uvaZzovanou délku nosniku L = 1m je

(162 +1)-10®  pro x € [0,1/4],

glz) =4¢ (1 —2x)-10°  prox € [1/4,3/4], (4.4)
(162 — 17) - 108 pro x € [3/4,1].
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Pro podlozi lezici ve vzdalenosti g=0.001 m pod nosnikem budeme uvazovat dvé
rizné hodnoty koeficientu tuhosti, a to kp = 5-108 Nm ™2 a kr = 5-10"2 Nm 2. Také
v tomto pripadé dostavame mensi zabotfeni nosniku do podlozi, tedy mensi zaporné
prihyby a také mensi kontaktni zonu, pro tuzsi podlozi. Co se tykd maximélni
velikosti kladnych prihybt, bude v tomto ptripadé vlivem tuzsitho podlozi vétsi, viz
obréazek .27 a tabulka [4.27]
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06 08
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0.4 06
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Obréazek 4.27: Prihyby nosniki, na které pusobi vertikalni zatizeni dané predpi-
sem (4.4). Koeficient tuhosti podlozi je vlevo kp = 5 - 10°Nm 2, vpravo kg

5-102 Nm™2.
Tabulka 4.27: Data k obrazku 427
kr nosnik kontakt prihyb poloha energie
max | +1.971-107% | 0.250 .
EB .594:0. —2.103 -1
10-594;0.906] min | —1.957- 1072 | 0.750 03-10
5-108 -3
max | +1.778 - 10 0.250 .
[0.625;0.906] min | —1.796- 10-2 | 0.750 —1.742 - 10
max | +2.731-1073 | 0.281 .
EB [0.750;0.813] min | —1.047 - 10-3 | 0.781 —2.045-10
5-10% 3
max | +2.402 - 10 0.281 .
[0.750;0.813] i | —1.044-10-3 | 0.781 —1.703 - 10

Déle budeme opét uvazovat vertikilnf zatizeni zadané predpisem ([4.4). Na nosnik
bude navic ptisobit axialni sila P, zaporné sila P = —10° N odpovidajici natahovani
nosniku, a kladna P = 410° N odpovidajici jeho stlacovani. Podlozi je umisténo ve
vzdalenosti g=0.001 m pod nosnikem a ma koeficient tuhosti kp = 5-108 Nm™2. Na
obrazku a datech z tabulky je jasné vidét, ze pii stlacovani nosniku dojde
k vétsimu zaboreni do podlozi. Zveétsi se také maximalni velikosti kladnych prihybu

a také kontaktni plocha.
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Obrézek 4.28: Pruhyby nosnikii, na které piisobi vertikalni zatizeni dané predpisem
(4.4). Koeficient tuhosti podlozi je kr = 5-10° Nm™?, na nosnik vlevo piisobi axialni
sila P = —10° N, vpravo P = +10°N.

Tabulka 4.28: Data k obrazku [4.28

P nosnik kontakt prihyb poloha energie
max | +1.666 - 1073 | 0.250
EB [0.625;0.875] min | —1.661-10-3 | 0.750 —1.781 - 10°
-1’ max | +1.511-107% | 0.250
G [0.625;0.875] min | —1517- 10 | 0.750 —1.475-10°
max | +2.438-1072 | 0.250
EB [0.594;0.906] in | —2.356 - 103 | 0.750 —2.567 - 10°
10’ max | +2.121-10% | 0.250
G [0.594;0.906] min | —2.240 - 10-2 | 0.750 —2.125-10°
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Zaver

V této praci jsem se pokusila o souhrn vysledki dosazenych v oblastech formulaci a
vypocetnich modeli pro ohyb a kontakt nelinedrnfho Gaova nosniku. U kontaktnich
problémii je mozné tyto vysledky plné aplikovat i na klasicky Euler—Bernoulliho
nosnik, jelikoz stac¢i, kdyz v rovnici polozime « = v = 0. Pro ulohu ohybu
pak maji smysl - s ohledem na tvar stavovych problémi - pouze reSeni zalozené na
transformacich T2 a T3, kdy dochazi k redukci fadu piivodni tlohy.

Formulace jednotlivych problémt a vypocetni metody byly zpracovany tak, aby
smétfovaly spolecné k jistym tloham optimalnfho fizeni a metodam jejich TeSeni.
Puvodni ¢lanky [45], [3] zac¢inaji definici kontaktni tlohy, pak zavedou jistou tlohu
optimalniho fizeni a nasledné ukazi ekvivalenci jejich feseni. Hlavni pfinos této pra-
ce i navazujicich ¢lanki spoc¢iva v tom, Ze je zde vypracovand metodika (zalozena
na transformacich T1 az T3), jak k danym problémum takovéto ulohy fizeni zfor-
mulovat, pfi¢emz misto linearnitho nosniku se uvazuje obecnéjsi nelinearni. Zvoleny
postup navic umoziuje korektné se vyporddat s nelinearni okrajovou podminkou
, na kterou vede problém s volnym koncem Gaova nosniku.

Kontaktni problematika se z divodu ,,rozumného rozsahu* prace omezila pouze
na pripad deformovatelného podlozi, ktery je z hlediska aplikaci relativné nejzajima-
véjsi. V zasadé stejnym zplisobem vsak lze postupovat i v pfipadé dokonale tuhého
podlozi. Ten je navic meznim pfipadem predchoziho problému.

Zasadni v celé préci je to, Ze osové zatizeni P je uvazovano pouze v mezich, v
nichz je funkcionél celkové potencialni energie konvexni. Nekonvexni pripad bude
predmétem dalsiho badani, nebot v tomto pripadé se ztraci jednoznacnost feSeni.
Diléi vysledky z pouziti transformaci ukazuji na tii riizna realné reSeni (viz odstavec
1.4.1). Navic ¢asto chceme znéat vSechna feSeni, coz je pomoci obvyklych postupii
velmi obtizné. Pouziti transformaci téchto problémi na tulohy optimalniho fizeni se
zde jevi jako pomérné nadéjné.

Jako mozny smér budouciho vyzkumu se nabizi rozsiteni problematiky na dyna-
mické, tj. casove zavislé jevy. I v tomto pripadé se zdé, Ze by fizené varia¢ni metoda
(CVM) mohla byt slibnym néstrojem, jak lze usoudit z publikaci [50] a [51]. To je
v8ak podminéno dalsimi teoretickymi studiemi, jak konstatuje D. Tiba v [51].

Samotna CVM se ovSem neomezuje jen na problémy tykajici se nosniki. Jiz od
svych pocatki je koncipovana jako metoda vhodnéa i pro vicerozmérné tlohy, viz [2],
[48]. Protoze pfirozenym rozsifenim nosnikovych tloh jsou tlohy deskové, ukazeme
zde priklad pouziti CVM pro tulohu ohybu tenké prosté podepiené desky tloustky
h(z). Za predpokladu, ze modul pruznosti £ je konstantni, lze tuto tlohu na zakladé
Kirchhoffovy teorie zjednodusené zapsat v klasickém tvaru takto

{ A(hPAw) = f v CR? (4.5)

w=Aw =0 na 0f),

pricemz oblast desky znacime € a jeji hranici 0€). Aplikovanim CVM ziskame ekvi-
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valentni vyjadieni ve formé tlohy optiméalniho fizeni
Nalézt u* € UD tak, ze
T wfa) )= mi Jp () ), (4.6
kde w := w(u) Fesi stavovou ulohu (SP(D)).

V této formulace jsme pfitom oznacili
UD = {ue L*(Q): |u(z)| < C skvs. v Q}, (4.7)
1 1,
Jp(w,u) = A Y dz. (4.8)
Prislusné stavové tuloha méa v klasické formulaci tvar

1
szﬁ(g%—u) v Q,

(SP(D)) (4.9)
w =10 na OS2,
pricemz funkci g definujeme jako feseni tilohy
Ag=[f v,
{ g=20 na 0f2. (4.10)

Ekvivalence obou formulaci je dokazana v [35].

Vyse uvedend transformace problému je ziejmé v dobrém souladu s tim, jak
jsme postupovali v odstavci 1.4.4, pokud prejdeme k linearnimu modelu nosniku a
nésledné od formulace v R! k R2. Dan Tiba tento postup vyuzil k feSeni tlohy tvarové
optimalizace desky, presnéji k optimalizaci vzhledem k jeji tloustce. Je zfejmé, ze
CVM muze byt vyuzita analogicky i k feSeni kontaktnich deskovych tloh. Pfitom
redukce fadu tloh ze ¢tyf na dva je zde z praktického hlediska velmi vyznamna,
jelikoz umoznuje pouziti jednodussich konecnych prvki nez jsou obvyklé deskové
prvky.

V soucasnosti disponuje CVM potencidlem ke zvladnuti fady naro¢nych tloh,
viz napt. [46], [49], [50], [51]. Vzhledem k tomu, jaci lidé se na jejim vyvoji doposud
podileli, je na tom mnohem lépe po teoretické strénce, zatimco vypoctova je dosti
skromna. Zde se nabizi do budoucna zna¢né moznosti pro dalsi vyzkum.
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5. Dodatek 1
Uloha optiméalniho Fizeni

Nebudeme se zde zabyvat obecnou teorii tloh optiméalniho fizeni, jelikoZ pro na-
Se ucely vysta¢ime pouze s tlohami optiméalniho 7izeni eliptickyjch rovnic pomoct
pravé strany, jak jsou uvedeny v monografiich [21] a [52]. Tyto ulohy obsahuji tzv.
stavovy problém, jehoz prava strana je zavisla na ridicim parametru. Cilem je stano-
vit optiméalni hodnotu tohoto parametru pomoci minimalizace zadaného cenového
funkcionalu, ktery je funkci fizeni a odpovidajiciho feSeni stavového problému.

Nejprve uvedeme varia¢ni formulaci obecné eliptické stavové tlohy.

Definice 5.1 Necht

- V' je Hilbertuv prostor,

- V' je prostor k nému duélni,

- Uuq je neprazdna podmnozina reflexivniho Banachova prostoru U,
- B: U — V' je linearni spojité zobrazeni, tj. B € £ (U, V"),

-a:V xV — R je spojita a V-eliptickd bilinearni forma.

Pro libovolné u € U,y uvazujme tlohu

{ Nalézt funkci w := w(u) € V takovou, ze (5.1)

a(w,v) = (f + Bu,v)yixy Vv eV,

pricemz (.,.)y/xy znaci dualitu mezi V' a V.

Ulohu 1} budeme nazyvat variacni formulace stavové tlohy a o funkei w ho-
vofit jako o stavu systému popsaného pomoci ulohy (5.1]). Kromé toho nazveme

- U prostorem fidicich parametri (space of controls),

- Usa mnoZinou pripustnijch vidicich parametri (set of admissible controls).

Priiklad 5.1 Eliptickou rovnici bude Euler-Bernoulliho rovnice , v niz vsak
budeme pouzivat formalné misto ¢ symbol f, a B bude identické zobrazeni. Pro
urcitost pridame okrajové podminky typu (P2).

V definici stavové tlohy pak provedeme nésledujici volbu prostoru funkei a bili-
nearni formy:

L
V = Vs, a(w,v) = / Elw"v"dz. (5.2)
0

Vysledny tvar predstavuje tlohu, ktera je v odstavei 1.4 oznacena (SP(1)).

Stavovou tilohu muzeme ovSem zapsat i v klasickém tvaru diferencialni rovnice.
Pro libovolné zadané u € U,y a pevné zvolenou funkci f tedy definujme tlohu:

Nalézt funkei w := w(u) tak, ze
(ETw")" = f+u v (0,L),
w(0) = w'(0) =0,

w(lL) = w"(L) = 0.

(5.3)
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Poznamka 5.1 Varia¢ni formulace stavové tlohy ([5.1)) je vhodnéjsi z hlediska feSeni
tlohy pomoci metody koneénych prvki.

Poznamka 5.2 Tento typ uloh nalezi mezi tzv. ilohy s rozloZenym tizenim (pro-
blems with distributed control), coz znamend, ze fizeni u € U,y pusobi na celém
intervalu (0, L). Jiny typ problému predstavuji dlohy s Tizenim na hranici (bounda-
ry control problems), kde Tizeni u byva zadano v okrajovych podminkach stavové
tlohy.

Pro alohu optimalniho Fizeni je nutné zavést jesté tzv. cenovy (nebo kriteridlni)
funkciondl J:V x U — R, pomoci néhoz realizujeme ,,vhodné feSeni stavového

problému (j5.1).

Nyni miizeme prikrocit k hlavnimu pojmu.

Definice 5.2 Necht V je Hilbertuv prostor, U,y je neprazdna podmnozina Bana-
chova prostoru U a J: V x U — R je dany cenovy funkcionél.

Uloha
Nalézt funkci u* € U,y tak, ze

J (wlu). ') = min J (w(u),u), (5.4)

kde w(u) € V' fesi stavovou ulohu (/5.1)),

se nazyva uloha optimdlniho Fizend eliptické stavové tlohy ((5.1]) jeji pravou stranou.

Dalsim krokem je stanovit predpoklady, za nichz mame garantovanou existenci
feSeni ulohy (5.4). K tomu je tfeba nasledujici vlastnost cenového funkcionalu J.

Definice 5.3 Rekneme, 7e funkciondl J: V x U — R je slabé zdola polospojity na
V x U, jestlize plati

Wy — W, Uy = U = limlnf J(Wey upn) > J(w, ). (5.5)
n—-—+0o0

Véta 5.1 Necht V je Hilbertiv prostor, U,q neprdazdnd omezend uzaviend podmno-
zZina reflexivniho Banachova prostoru U a J:V x U — R dany funkciondl.
Jestlize je J slabé zdola polospojity na V' x U, potom md iloha optimdlniho Tizent

alespon jedno Tesent.

Diikaz: Necht
= inf J(w(u),u) = lm J(w(u,),u,),

u€Uqq n—+oo

tj. {un} je néjakd minimizujici posloupnost ulohy (5.4).
Jelikoz U, je omezené a U je reflexivni, existuje vybrana podposloupnost {u,} C
{u,} takova, ze
Uy — u* € Ugua.

Uvazujme nyni posloupnost w,, = w(u, ) € V, pficemz jeji prvky tesi ulohu

a(wp,v) = (f + By, v)yixy Vv e V. (5.6)
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Tato posloupnost je zfejmé rovnéz omezena, takze miizeme predpokladat, Ze existuje
prvek w* € V tak, ze
Wy — w*.

Nyni provedeme limitu pro n’ — +o0o v (5.6) a obdrzime
a(w*,v) = (f + Bu*,v)yixv Vv eV.

Tedy w* = w(u®).
Z druhé strany z (5.5)) mame
g= lm J(w(uy),ty) = liminf J(w(u, ), u,y) > J(w(u*), u*) > q.

n'—4o00 n’—4o00 -

Odtud vidime, Ze u* je feSenim ulohy (5.4)). O

Poznamka 5.3 Neni pravda, Ze kazdy spojity funkcional je zéroven slabé zdola
polospojity. Plati v8ak nasledujici postacujici podminka (viz napt. [7]):

Véta 5.2 Je-li funkciondl J spojity a konvexni na uzaviené konvexni mnozZiné K,
pak je na K slabé zdola polospojity.

Poznamka 5.4 S ohledem na tvrzeni véty budeme vzdy predpokladat, ze U,q
je neprazdna omezend a uzaviend podmnozina U.

Pokud jde o jednozna¢nost feseni ulohy (5.4)), lze vyslovit nasledujici tvrzeni.

Véta 5.3 Necht jsou splnény predpoklady véty a navic funkciondl J(w(u),u) je
ryze konvexni na Uuq, Uyq je konvexni mnoZina a zobrazeni u — w(u) je afinni.
Potom md vloha pravé jedno tesent.

Diikaz: Polozme
I(u) = J(w(u),u) Vu € Upg. (5.7)

Z toho, ze u+— w(u) je afinni, plyne, ze I(u) je ryze konvexni na U,q.

Piedpokladejme, Ze uloha (5.4) mé za danych predpokladi dvé ruzna feseni
Uy, Uz € Uyg. Ozna¢me q = I(uy) = I(ug). Prvek u = (uy + uz)/2 evidentné lezi v
U.q a dle definice ryzi konvexity pritom plati

coz je spor s tim, Ze ¢ je hodnota minima tlohy. 0

Abychom mohli tlohu (5.4) dale analyzovat, potfebujeme odvodit jeji podminky
optimality. V dalsim textu budeme pro jednoduchost pouzivat nasledujici oznaceni

a(w,v) = (Aw,v)yiyy Yw,v €V,

pricemz A je ziejmé linearni spojity operator z V do V', viz véta V naSem
pripadé bude konkrétné
Aw = (ETw")". (5.8)
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Kli¢ova idea dalsiho postupu nyni spo¢iva ve faktu, ze na problém (/5.4 budeme
nahlizet jako na tlohu minimalizace s vazbami. Za tim tc¢elem definujme mnozinu

W = {(w,u) € V xUy: Aw = f+ Bu}. (5.9)

Je evidentni, ze plati

in J = in J 5.10
Inin J (w(u),u) Jmin (w, u) (5.10)
a ze je
(w,u) eW & (f+Bu—Aw,p)yixy =0  VpeV.
Oznacme
O(w,u,p) = (f + Bu— Aw,p)yixy VYw e V,u € Uyg,p €V. (5.11)

Snadno nahlédneme, Ze zobrazeni

(w,u) — sup ®(w,u, p)
peV

predstavuje tzv. indikdtorovy funkciondl mnoziny W, ktery je obecné definovan jako

0 pro (w,u) € W,

Tw(w,u) = { +oo pro (w,u) & W. (5.12)
Odtud dostaneme pro tlohu z ((5.10|) vyjadieni
min  J(w,u) = min  sup{J(w,u) + ®(w,u,p)} (5.13)

(w,u)eW (wu)EV xUsd peV

a je zfejmé, ze na zakladé toho muzeme definovat Lagrangetv multiplikitor p a
lagrangian £ nasledovné

L(w,u,p) = J(w,u) + ®(w,u,p) Vw e Viu € Uy, p € V. (5.14)
Uvazujme nyni sedlovy bod (w,w,p) € V x U,y x V' lagrangianu L, tj. plati
E(@, ﬂ7p) < E(w7ﬂaﬁ) < ‘C(wvlL?T)) Vw e V,U € Uadap eV (515)

Nésledujici tvrzeni z knihy [6] (Ch. VI, Proposition 1.2.) udava nutnou a postacujici
podminku pro takovy sedlovy bod.

Lemma 5.1 Dvojice (Z,\) € Z x A je sedlovym bodem lagrangidnu L tehdy a jen
tehdy, kdyz plati

min sup £(z,\) = L(Z,\) = max inf L(z, \).

2€Z \cA ANeAN zeZ

S ohledem na definici ((5.14) a pfedchozi lemma pak mtzeme psat

L(w,u,p) = min  sup L(w,u,p) = min J(w,u) = J(w,u).
(w, 7, p) R, SUD (w,u,p) Join (w,u) (w, w)
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Odsud je evidentni, ze dvojice (w,u) je FeSeni ulohy (/5.4]).

V dalsim odvozovéani ted budeme predpokladat, ze J je diferencovatelny. Potom

z definice sedlového bodu (j5.15)) plynou nasledujici vztahy

<Vw£(m,ﬂ,]_)),’w>vl><v =0 Yw eV, (516)
(VoL(W,w,p),u —Wuxy > 0 Yu € U, (5.17)
<Vp£(w, ﬂ,ﬁ),p>vl><v =0 VpeV. (518)
Z prvni rovnice (5.16|) po dosazeni ziskdme
<ij<w, ﬂ),w>vl><v — <AU),]_?>V/><V =0 Yw eV, (519)
kdezto tieti rovnice (5.18)) dava vztah
Aw = f+ Bu, (5.20)

ktery ovSem znaci, ze (w,u) € W.
Z (5.19) uzitim definice operatoru A* adjungovaného k operatoru A dostaneme

A'p = V,J(w,u), (5.21)

coz pfedstavuje tzv. adjungovanou rovnici. Snadno nahlédneme, ze jeji feseni p, kte-
rému fikame adjungovany stav, neni nic jiného nez optimélni hodnota Lagrangeova
multiplikatoru, ktery prislusi vazbové podmince definujici mnozinu W. O adjungo-
vanych problémech se podrobnéji hovoii v dodatku 2.

Koneéné zbyva druha podminka . Tu miizeme s ohledem na prepsat

nasledovné
(Vo J(@,w), u — Wyywv + (BP,u —Wyxy > 0 Vu € Uy, (5.22)

pricemz B* je operator adjungovany k B.

TFi vztahy (5.20) - (5.22)), které jsme odvodili, predstavuji hledané podminky
optimality. Lze je ovSsem zapsat i ve slabé formulaci takto

a(w,p) = (f+ Bu,p)vixv VpeV, (5.23)
a*(]_)> w) - <vw‘](m7 ﬂ)a w>V’><V Vw € ‘/7 (524)
(Vo J(@,a)+ Bp,u —u)pxy > 0 Vu € Uug, (5.25)

kde a*(p,w) = (A*p, w)ywy Vp,w € V, viz dodatek 2.

Poznamka 5.5 Pro feSeni tulohy ([5.4)) je uzite¢na znalost gradientu cenového funk-
cionalu J. Zde mizeme s vyhodou pouzit znalost adjungovaného stavu p ur¢eného
na zakladé (5.24)). Odvozeni lze nalézt v dodatku 2, pficemz vysledné vztahy pro

pozadovany gradient jsou ((6.22)) resp. (6.23)).
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6. Dodatek 2
Adjungovany problém

V tomto odstavci pfipomeneme pojem tulohy adjungované k dané okrajové tuloze,
jenz je dilezity pro teoretické iivahy stejné jako pro vypocty.

Jelikoz vychozi formulace dané (napt. stavové) tlohy je obvykle slaba nebo va-
riac¢ni, ukazeme nejprve, jak ji lze vyjadrit jakozto operatorovou rovnici v dualnim
prostoru. K tomu tucelu dokdzeme nasledujici tvrzeni.

Véta 6.1 Necht V' je Banachiv prostor. Necht a: V xV — R je spojitd a V-
elipticka bilinedrni forma. Operdtor A: V — V' definovany vztahem

(Aw,v)yrixy = a(w,v) Vw,v eV (6.1)

je prosty spojity linedrni operdtor z V do V', tedy A € L (V,V'). Existuje k nému
inverzni operdtor A71: V' — V, ktery je rovnéz spojiti.

Diikaz: S ohledem na pfedpoklady plati pro bilinearni formu

a(w,v) < Qllwllvvllv Vw,v eV, (6.2)
>

a(v,v) aljv||? Vo eV,

kde @ a « jsou kladné konstanty.

Pro libovolné pevné zvolené w € V' je zobrazeni a, : v — a(w,v) linearni a
spojité na V', tj. a,, € V'.

Zobrazeni A :w — a,, je rovnéz linearni a spojité, nebot z plyne

[Awlly: = sup |ay(v)] = sup |a(w,v)| < sup Qllwlv|vly = Qllwlv. (6.4)

l[olly=1 lvollv=1 l[olly=1
Dale dle definice operatorové normy je

[Al = sup |lAwly (6.5)
lwllvy=1
a to spolu s (6.4) implikuje ||A| < @, tj. operator A je ohranifeny. Odtud plyne
jeho spojitost a tedy A € Z(V, V).
Kone¢né na zakladé predpokladi (6.2)) a (6.3]) z Lax-Milgramovy véty dostavame,
Ze rovnice

a(w,v) = (f,v)vxv YoeV (6.6)
ma pro kazdé f € V' jediné feseni w € V. Av8ak s ohledem na (6.1 1ze rovnici

uvazovat rovnéz jako operatorovou rovnici
Aw = [ ve V. (6.7)

Z toho, ze f € V' volime libovolné, pak plyne, Ze A je prosté zobrazeni. Odtud méame
existenci A™': f — w. Jeho spojitost plyne z (6.7) a ze vztahu ||w|y < || f|ly:. O
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Pro danou bilinearni formu a: V x V. — R a linearni operator B: U — V'
uvazujme linedrni stavovou rovnici

a(w(u),v) = (f + Bu,v)yxv Yo e V. (6.8)

V souladu s pravé dokdzanou vétou lze vztahem ([6.1) definovat linearni spojity
operator A:V — V' tak, Ze rovnici odpovida ve V' operatorova rovnice

Aw(u) = f + Bu. (6.9)
Odtud opét s ohledem na vétu [6.1] ihned dostéavame
w(u) = A7'Bu+ A7'f, (6.10)

tedy zobrazeni u — w(u) je afinni. Z (6.10) pak dostavame vyjadieni pro derivaci
w v bodé u ve sméru ¢

w'(u,p) = A'Bp VeV (6.11)
Odtud pak snadno plyne, Ze funkce w'(u, p) € V' je feSenim rovnice
a(w'(u, ),v) = (Bp,v)yyivy  YveV. (6.12)

Oznacme nyni

I(u) = J(w(u),u) Vu € Uy (6.13)

a pokusme se analyzovat vlastnosti zobrazeni w +— [(u). Za tim ucelem predpoklé-
dejme, Ze funkcionél J je diferencovatelny na V' x U a Ze v bodé (w, u) existuje jeho
gradient V,,J(w,u) € V' vzhledem k w a gradient V,J(w,u) € U’ vzhledem k u. V
tom piipadé je I rovnéz diferencovatelny na U a méa gradient V,I(u) € U’ v bodé
u. Navic podle pravidla o derivovani slozenych funkci mame

(VuI(u), 2)urxv = (Ve (w,u), w' (u, 2))vixy + (Vo (w,u), 2)pwy Vz € U.
(6.14)
V tomto vyjadieni zfejmé bude délat problém urc¢it spravné prvni ¢len na pravé
strané kvuli w’(u, z). Zde si pomtzeme nasledujicim zptsobem:
Necht p = p(u) € V' je feSenim rovnice

a*(p,v) = (VyJ(w,u), v)yxy YveV, (6.15)
kde bilinearni forma a* je definovana vztahem
a*(p,v) = a(v,p) Vp,veV. (6.16)
Definice 6.1 Rovnici nazveme adjungovand rovnice k rovnici , forma
a*(.,.) je adjungovand forma k formé a(.,.) a prislusny operator A*, definovany jako
(A*w, v)yrey = a*(w,v) Vw,v eV, (6.17)
se nazyva adjungovany operdtor k operatoru A.
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S ohledem na defini¢ni vztah (6.17)) 1ze rovnici (6.15) pfepsat v operatorovém
tvaru takto
A'p = VyJ(w,u)  ve V', (6.18)

Nyni dosadime v adjungované rovnici (6.15)) za v funkci w'(u, z). Obdrzime

a*(p,w' (u,2)) = (VypJ(w,u), w'(u, z))yxy. (6.19)
Pouzitim (6.16)) a (6.12)) pak dostaneme
a*(p,w'(u, 2)) = a(w'(u, 2),p) = (Bz, p)vixv, (6.20)

zatimco dle definice bude operator B* adjungovany k B splhovat
(Bz,p)vixv = (z, B'p)uxuv VzeUpeV. (6.21)
Celkem tedy dostavame
(Vul(u), 2)uxv = (B'p, 2)vrxv + (Vo (w,u), 2)pxy Yz €U, (6.22)
nebo v operatorovém tvaru
Vul(u) = B'p+V,J(w,u) v U. (6.23)

Pomoci vyfeseni adjungovaného problému (6.15)) resp. (6.18)) tedy dokazeme uré¢it
VI (u) z (6.22)) resp. z (6.23)).
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7. Dodatek 3
Transformace

V této ¢asti se zaméfime na transformace varia¢nich problémi, a to jednak zavede-
nim novych proménnych (coz bylo inspirované kapitolou 5 z knihy [18]) nebo pomoci
transformace vertikalnich zatizeni. Podobné postupy zavedli ve svych ¢lancich [45],
[3] M. Sofonea a D. Tiba, zde budou prezentované v upraveném a obecnéjsim pojeti.

Transformace proménnych se navzajem lisi podle po¢tu novych neznamych a
podle poc¢tu vztahii, které budou obsahovat, coz pak vyuzijeme k transformaci pii-
slusného funkcionalu. Symboly f — f nebo f — g budou znagcit to, zda pouzijeme
ptvodni nebo transformované zatizeni. V dalsim budeme ¢asto vyuzivat Greeno-
vu formuli k tomu, abychom ukazali interpretaci integralnich vztaht. Pouzivat ji
budeme zcela formélné.

Ohledné funkcionali 1ze uvazované problémy sefadit nasledovné:

1. Ohyb nosniku:
funkcional ([1.50) na prostoru V;,i =1,2,3,4,
vychozi tloha (1.52)),

transformovany funkcionél oznac¢ime Ji, kde k je ¢islo transformace.

2. Kontakt nosniku s deformovatelnym podlozim:
funkcional (2.40) na prostoru V;, i =1,2,3,4,
vychozi tloha (2.41)),

transformovany funkcional oznac¢ime Jy, kde k je ¢islo transformace.

Poznamenejme, Ze funkcionaly (1.50) a (2.40)) se navzajem lisi pouze o ¢len

Mp(v) = 1/0 er((g — v))2da. (7.1)

2
Abychom zachovali pfimérenou stru¢nost vykladu, zrejmé tedy postaci podrob-
néjsi odvozeni transformacnich vztahii pro ulohu ohybu, tj. pro funkcional ([1.50))
na vhodném prostoru. Pak uvedeme uz jen doplnéni pro funkcional (2.40f), ktery
obsahuje navic ¢len ([7.1)).
Rovnéz pouzita znaceni zde nejsou kvili strucnosti explicitné popséna, lze je
nalézt v kapitolach 1 a 2 nebo v seznamu na konci prace.

7.1 Transformace T1

z v
S = f
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1. Uloha ohybu nosniku

Tato transformace prevadi funkcional ((1.50) na lagrangian, nebot vztah z = v’ lze
chapat jako vazbovou podminku.
Tento lagrangian zde méa tvar

1

L 1t 1 [t
L(v,z,\) = —/ El(v")de+—/ Eaz4dm——/ Puz*dr —
2 /, 12 J, 2 /,

L L
—/ fodz +/ AV — z)dz, veV,zeZ A e, (7.2)
0 0

pricemz V je dany Soboleviv prostor, Z je prostor derivaci funkci z V a A =
L%((0,L)). Uloha tim prechazi na tlohu hledani stacionarniho resp. sedlového
bodu lagrangianu

L(v,z,\) —> stat . (7.3)

V,2,A

Rovnice pro sedlovy bod (w,Zz,\) ziskdme znamym zpiisobem tak, Ze derivace
podle jednotlivych proménnych polozime rovné nule. Pro lepsi ¢itelnost zde ani v
dalsim textu nebudeme psat z, A, ale jen z, \.

L L L
L =0 = Elw”gp”dx—/ fgodx—i—/ Ao'de =0 VeeV, (7.4)
0 0 0
1 [t L L
L =0 = g/ Eocz3g0da:—/ Puzgodx—/ Apde =0 VeeZ, (7.5)
0 0 0
L
=0 = / (W' —2)pdz =0 V€A, (7.6)
0

Dalsi postup je zavisly na predepsanych okrajovych podminkach. Pro okrajové
problemy (P1), (P2) a (P4) je ¢(0) = ¢(L) = 0, takze mame

L L
/ Ao dr = —/ Nede  VeeV. (7.7)
0 0

Nyni definujme novou proménnou u vztahem

L L
/ updr = / Node  VeeV. (7.8)
0 0

Podminky pro stacionérni bod pak lze zapsat jako soustavu

EIw" = f+u, (7.9)
u = N, (7.10)

1
3 Eaz® — Puz = ), (7.11)
w o=z (7.12)

A konecné z (7.4) a z ([7.8) muZeme ziskat rovnici
a(w,v) = (f,v) + (u,v) Vv eV. (7.13)
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V piipadé okrajové tlohy (P3) méame jen ¢(0) = 0, takze je

L L
/ Adr = — / Npdz + ML) (L) (7.14)
0 0
a z (7.4) pak obdrzime misto (7.13]) rovnici
a(w,v) = (f +u,v) — A(L)v(L) Vo e V(= Vs). (7.15)
U tulohy (P3) je proto nezbytné vztahy (7.9)-(7.12)) doplnit o okrajovou podminku

Elw"(L) = \L). (7.16)

Necht w € V' je feSenim varia¢ni rovnice ((7.13) pro v = 0, tj.
a(w,v) = (f,v) Yo e V. (7.17)

Takové feSeni existuje a je jediné. Pro funkcional (|1.45) pak s ohledem na ([7.13) a
(7.17) mtuzeme psat

Mo(w) = alw,w) ~ (f,w) -
S L)~ 5 (fow) = ¢ (ww) — 2 alw) =
1 1 R 1 — 1 .
= §(u,w)—§(f+U,w)=i(u,UJ—w)—i(faw>- (7.18)

Nyni lze transformovat funkcionél ((1.50)). Pomoci ([7.18)) obdrzime

Mg(w) = %b(w,w) + iﬂ(w,w) —(fyw) —
— %(u,w—ﬂ?)—i—iw(w,w)—%d(w,w) —%(f,@) (7.19)

Jesté vezmeme do tvahy, Ze posledni ¢len

1 L

je konstantni a muze byt proto p¥i minimalizaci vynechan. Tim ziskdme transfor-
movany tvar funkcionalu Il pro T1:

I _ I I
Ji(w,u) = 5/ uw(w — w)dx + D Ea(w')*dz — 5/ Pu(w')?dz.  (7.20)
0 0 0

2. Kontakt nosniku s deformovatelnym podlozim

Nakonec provedeme transformaci funkcionalu ([2.40)). Postupovat budeme stejné, ja-
ko vyse, tj. nejprve sestavime lagrangian, ktery bude mit oproti ([7.2) navic ¢len
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(7.1]). Pak sepiseme vztahy pro sedlovy bod
L L
/ Elw"¢"dx —/ fodr — (7.21)
0 0
L L
—/ cF(g—w)+god$+/ A'de =0 VpeV, (7.22)
0 0
1 (L L L
—/ FaZpdr —/ Puzpdz —/ Apder =0 Vy e Z, (7.23)
3 Jo 0 0
L
/ (W' —2)pdr = 0 Vo €A, (7.24)
0
a definujeme novou proménnou u, nyni jako

L L L
/ uwpdr = / Nopdx +/ cr(g—w)Tpdr  VpeV. (7.25)
0 0 0

Soustavu rovnic pro stacionarni bod pak lze zapsat obdobné, jako vyse:

EIw" = f+ u, (7.26)
u = N+ cp(g—w)™, (7.27)

1
3 Eaz* — Puz = M\, (7.28)
w o=z, (7.29)

pficemz v pripadé tlohy (P3) zde stejné jako vyse pridame okrajovou podminku

(7.16)). Stavova rovnice ma pak formalné stejny tvar jako vyse, tj. (7.15).
Jelikoz rovnice ([7.9)) a (7.26|) v sedlo-bodovych soustavach jsou formalné shodné,
probéhne transformace funkcionélu (2.40) stejné, jako tomu bylo vyse u funkcionélu

(1.50). Vysledkem je tudiz funkcionél

~ 1 [t 1 [t 1"
Ji(w,u) = —/ w(w — w)dr + — [ Fa(w)'dr — —/ Pu(w')?dz +
2 J, 12/, 2 J,
1" 2
+ 5 /(; CF((g - ’LU) ) dl‘, (730)

kde funkce w je FeSenim rovnice ([7.17)).

7.2 Transformace T2

= /U/
Z/ — ,U//
f = g

1. Uloha ohybu nosniku

Tato transformace pouziva jednu novou proménnou z, ale vyuziva i odvozeny vztah
pro z'.

104



Nejprve definujme transformovanou funkei zatizeni g. Necht f € L?((0,L)) je
funkce z funkcionalu ((1.50)). Necht g € L?((0,L)) je funkce takova, zZe plati

L L
/ gv'dr = / fode  Yv ey, (7.31)
0 0

pficemz V je dany prostor testovacich funkci. Za predpokladu, ze g € H*((0,L)),
Ize ji definovat vztahem

L L
/ gvdr = —/ fode  VYveW (7.32)
0 0
Odtud plyne, ze musi platit
gL)vy(L) =0 VYveV, (7.33)

kdyz jsme opét uvazili to, ze vzdy mame v(0) = 0. Pfi volbé problému (P3) odtud
plyne podminka
g(L) = 0. (7.34)

Transformaci T2 prevedeme funkcional ([1.50|) za pomoci ([7.31)) na lagrangian

I I I
L(v,z,\) = 5/ El(z')de—l—E/ Eaz4dx—§/ Puz*dr —
0 0 0

L L L
—/ gzdx+/ Al(v'—z)dx—l—/ Ao (v" — 2')dux,

0 0 0
veEV,zEZ, A\,  EA, (735)

a budeme hledat jeho sedlovy bod. Rovnice pro sedlovy bod jsou nasledujici

L L
L =0 = / Algo’dx+/ Xo''de =0 VoeV, (7.36)
0 0
L 1 b L
L =0 = /E[z'gp’dx+§/ Eaz3<pdx—/ Puzodr —
0 0 0

L L L
—/ ggpdzv—/ )xlgod:v—/ Xop'de =0 VpeZ, (7.37)
0 0 0

L
=0 = / (W' —2)pdx = 0 Ve €A, (7.38)
0
L
W»=0 = / (W' —2Npdzr =0 Ve eA. (7.39)
0
Nyni polozime
)\ - )\1 - )\2I (740)
a pomoci obdobné argumentace jako u transformace T1 dojdeme k soustavé
A= 0, (7.41)
1
—EIY" — Puz+ gEaz?’ = g+ (7.42)
w o=z, (7.43)
w’ = 2 (7.44)
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pricemz v pripadé ulohy (P3) zde z integrace per partes navic ziskdme okrajovou
podminku
AL) = 0. (7.45)
Zajimavy vysledek zde predstavuje (7.37)) resp. (7.42)), coz prepiseme jako dife-
rencialni rovnici

1
—EIY — Puz+ 3 Faz® = 3. (7.46)

Toto je varianta tzv. Ginzburg—Landauovy rovnice supravodivosti v 1D (v realném
oboru a stacionarni), ktera hraje vyznamnou roli v nauce o materidlech, zejména
feroelektrickych a feromagnetickych, viz napt. [52], fyzikalni vyklad viz [3§].

Zavedeme novou proménnou u vztahem

L L L 1t
/ updr = / Apdx —I—/ Puzpdr — g/ Faz*pdx Voe Z.  (747)
0 0 0 0

Sedlo-bodova soustava rovnic pak prejde na nasledujici tvar

A= 0, (7.48)
—EIZ" = g+u, (7.49)
1
3 Eaz* —Puz = \—u, (7.50)
w o=z, (7.51)
w' = 2 (7.52)
coz pro piipad ulohy (P3) doplnime okrajovou podminkou ([7.45).
Navic, pomoci vztahi (7.37)) a (7.47)) ziskdme varia¢ni rovnici
e(z,v) = (g,v) + (u,v) Vo e Z. (7.53)

A stejné jako u predchazejicich transformaci, budeme definovat novy funkcional.
Nejprve ozna¢me z € Z teSeni rovnice ((7.53)) pro u =0

e(z,v) = (g,v) Yv € Z. (7.54)

Evidentné takové feSeni existuje a je jediné. Pro funkcional (|1.45)) pak s ohledem na
(7.31)), (7.49), (7.51)), (7.53) a (7.54) muzeme psat

Mo(w) = alw,w) ~ (f,w) -
R %e(z,z)—(g,z) _ %(u,z)—%(w) =
= S -5(E) = 3w -5 +u) =
- %(mz—/z\)—%(g,?) = %(u,w’—@’)—%(gﬁ’% (7.55)

pricemz w =73 Nyni upravime funkcionél 1) pomoci 1' Jelikoz ¢len

1t~
—/gw’d:z:
2 Jo
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je konstantni, mizeme ho pri minimalizaci vypustit. Tak ziskdme transformovany
funkcional

1 ~ 1 1
Jo(w,u) = 5 (u,w" —w') + 2 m(w,w) — §d(w,w) =
1 [t ~ 1 [t 1 [t
= —/ u(w —w)dr + — [ EBa(w)'ds — —/ Pu(w')?dz. (7.56)
2 J, 12 J, 2 J,

2. Kontakt nosniku s deformovatelnym podlozim

Nakonec provedeme transformaci funkcionalu (2.40) s tim, Ze postupovat budeme
stejné, jako vyse, tj. nejprve sestavime lagrangian, ktery bude mit oproti pivodnimu
(7.35) navic ¢len ([7.1)). Potom odvodime vztahy pro sedlovy bod, kterymi jsou

L L L
—/ CF(g—w)+90dx+/ )\190/d$+/ Ap'de =0 YoeV, (7.57)
LO 1 L ° L °
/ EIZ ¢ dx + 5/ Eazpdx —/ Pupzpdr —
0 0 0
L L L
—/ gcpd:z:—/ Algodx—/ Xog'de =0 VoeZ,  (7.58)
. 0 0 0
/ (W' —2)pdr = 0 Vo €A, (7.59)
L
/ (W' —2Npdx =0 Ve eA. (7.60)
0

Stejné, jako vyse budeme definovat veli¢inu A vztahem ([7.40|) a novou proménnou u
vztahem (|7.47)). Pak lze sedlo-bodovou soustavu prevést na nésledujici tvar

No= —cp(g—w)T, (7.61)

—EIZ" = g+4u, (7.62)
%Eazs —Puz = X—u, (7.63)
w =z, (7.64)

w' = 72, (7.65)

k emuz opét v pripadé tlohy (P3) piistoupi podminka (7.45).

Vzhledem k tomu, Ze rovnice a jsou stejné, postup transforma-
ce funkcionalu bude prakticky shodny s postupem transformace funkcionalu
, takze nakonec dostaneme

~ 1 L - 1 L 1 L
Jo(w,u) = 5/0 u(w’—w’)da:—l—ﬁ i Ea(w’)4dx—§/0 Pp(w')?dx +

+s /0 er((g — w)*)ds. (7.66)
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7.3 Transformace T3

/

4 = v
y — U”
f = g

1. Uloha ohybu nosniku

Nejprve definujme transformovanou funkei zatizeni g (avSak jinak nez u predchozi

transformace). Uvazujme proto funkei f € L*((0,L)) z funkcionalu (1.50) a necht
g € L*((0,L)) je funkce takova, Ze plati

L L
/ gv'dx = —/ fodx YveV, (7.67)
0 0

pricemz V je dany prostor testovacich funkci. Pokud budeme predpokladat, ze funkce
g lezi v prostoru H?((0,L)), pfirozenou volbou je definovat ji vztahem

L L
- / g"vdr = / fodx YveV. (7.68)
0 0
Odtud pouzitim integrace per partes pak plyne, ze musi platit
(9v))(0) = (gv')(L) + (g'v)(L) =0 Vo eV, (7.69)

pricemz jsme vzali ohled na to, Ze pro vSechny uvazované okrajové problémy (P1)
az (P4) je vzdy v(0) = 0. V zavislosti na konkrétni volbé problému a tedy i prostoru
V' je pak tieba k témto podminkdam pfi pouziti transformace T3 ptihlédnout.

Touto transformaci pfevedeme funkcional (1.50)) za pomoci (7.67)) na lagrangian

1 I S
L(v,z,y,\) = 3 Ely d:zc—i—ﬁ FEaz dx—§ Puz"dzr +
0 0

L L L
+/ gydx—f—/ Al(v'—z)dx—i-/ Ao (V" —y)dz,
0 0 0
VEV,2 € Zy €Y, A, As € A, (7.70)

a budeme hledat jeho sedlovy bod. Znaceni je stejné jako vySe, Y znac¢i prostor
druhych derivaci funkei z V.
Soustava rovnic pro sedlovy bod méa v tomto pripadé tvar

L L
L =0 = /\14,0'dx+/ Xp'de =0 VpeV, (7.71)
10 0 . )
L =0 = § FEaz cpdx—/ Puzgpda:—/ Mede =0 VpeZ, (7.72)
0 Lo
/ Iygodx—i—/ ggodx—/ Xopdr =0 Vpevy, (7.73)
0 0
=0 = / w' —2)pdr = 0 Vo €A, (7.74)
L£y,=0 = /

(W' —y)pdr = 0 Ve e A. (7.75)
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Definujme proménnou u vztahem

/OL updr = — /OL Aopdx VoeY. (7.76)
Pokud budeme predpokladat, ze

(Mp)(L) =0 VeeV, (7.77)
— (R'P)(L) + (M) (L) = (Ag)(0) =0 Vp eV, (7.78)

muzeme pak odsud ziskat tyto rovnice
—u" = A\, (7.79)
éEaz?’ — Puz = M\, (7.80)
—EIvw" = g+u, (7.81)
w =z (7.82)

kdyZ jsme dosadili v tfeti rovnici z posledni rovnice y = w”, protoZe jinde proménné
y jizZ nevystupuje.

Nakonec definujme bilinearni formu e(.,.) vztahem ((1.84]). Pak odsud a z
ziskame rovnici

e(w,v) = (g,v) + (u,v) Vv eV. (7.83)

Podobné jako u pfedchozi transformace upravime tvar funkcionalu ((1.45)) pomoci
(7.67), (7.73) a (7.76).

Mo(w) = —a(w,w)— (f,w) —

2
1 1 1
- §a(w7w) + (gaw/,) = 5 (E]w” +gaw”> + 5 (gaw,/> =
1 w11 B
11 11
= s -5579.9). (7.84)
Pomoci ([7.84) lze prikroéit k transformaci funkcionalu (1.50). Méame
1 1
HG(w> = §b(w7w) + Zﬂ-<w7w) - (f,U)) —
11 1 1 11
= 57 Wu) + g rww) = cdw,w) =5 2 (9,9).  (7.85)
S ohledem na to, ze posledni ¢len
S A T
= —g°d
2 ), E17

je konstantni, mtizeme ho pfi minimalizaci vypustit. Ziskdme transformovany funk-
cionél tvaru

11 1 1
J3(w7u) - §E<u7u)+zﬂ(w7w> §d(w7w> -
_ 1/L1 2ar 1 [ Bow)ia —1/LP(/)2d (7.86)
= 2 ; E_[u xr 12 . al\w xr 2 . MW xZ. .



2. Kontakt nosniku s deformovatelnym podlozim

Nakonec provedeme transformaci funkcionalu ([2.40f). Postupovat budeme opét tak,
Ze nejprve sestavime lagrangian, ktery bude mit oproti ([7.70]) navic ¢len ([7.1)) a poté
odvodime vztahy pro sedlovy bod

L L L
—/ CF(g—w)+g0dx+/ )xlgp’dx+/ Xp'de =0 VeV, (7.87)
0 0

0
L L L
Eaz?’godx—/ Puzgpdx—/ Mode =0 Ve e Z, (7.88)
0 0 0
L L L
E[ygodx—{—/ ggpdx—/ Xpde =0 Ve ey, (7.89)
0 0

1
3

L

(W' —y)pder = 0 Ve eA. (7.91)

J
/OL(w' —2)pdr =0 VpeA, (7.90)
J

Pak definujme novou proménnou u vztahem

L L
/ updr = —/ Aopdx VpoeY (7.92)
0 0

a pii splnéni podminek (7.77) a (|7.78)) nasledné ziskime soustavu rovnic

—u" = N +cep(g—w), (7.93)

1
3 FEaz’ — Puz = M, (7.94)
—FEIvw" = g+u, (7.95)
wo= oz (7.96)

S ohledem na to, ze rovnice ([7.81)) a (7.95)) jsou shodné, 1ze pouzit postup trans-
formace funkcionalu ((1.50)) i u funkcionalu (2.40)), takze obdrzime

L L

~ 1 1 1 I
Js(w,u) = 3 /0 7 wdz + 1/, Ea(w)*dr — 3 /0 Pu(w')dx +
1 [t

+3 /O cr((g — w)h) de. (7.97)
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Seznam nékterych znaceni

Bilinearni formy:
L

a(w,v) = / Elw"v"dx
0

b(w,v) = a(w,v) — d(w,v)
L
d(w,v) = / Pupw'v' dx
0
L
e(w,v) = / ETw'v'dx
0
m(w,v) = —/ Ea(w) dx
0

L
kp(w,v) :/ kr(g —w)tvde
0

r(w,v) = /OL cr(g—w) vde

Funkcionaly:

1 L L
Hep(v) = —/ EI(")*dx / qudz

2 Jo 0

1 [t

+
Mer(o) = 5 [ bellg =) ds
0

1 . 11\ 2 .
Iy(v) = 3/ EI(W")"dx i fvdz
11 - L LE ")t
v(0) = 5 [ Eat)ide

g(v) = Hp(v) + My (v) + p(v)
I1

Iy (v) = Ho(v) + n(v) + p(v) + Ip(v)

Prostory funkei:

Vi = {v e H*((0,L)) : v(0) =2'(0) =0, v(L) ='(L) = 0}
Vo = {v e H*((0,L)) : v(0) ='(0) =0, v(L) = 0}

Vs = {ve H*((0,L)) : v(0) ='(0) =0}

Vy = {ve H*((0,L)) : v(0) =0, v(L) = 0}
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